7. Principe de moindre action, lagrangien.

1. Mécanique du point matériel, équations d’Euler Lagrange.

Une particule ponctuelle est représentée par un point de coordonnées { X' } dans I’espace

temps, sa vitesse est notée {VO‘} . On consideére la position et la vitesse comme des variables

indépendantes. Sur une trajectoire donnée, ces variables sont des fonctions du temps t.

On se donne une fonction des coordonnées et de la vitesse L(¢,x*,v") , appelée fonction de

Lagrange ou lagrangien. On dit que L est une fonctionnelle, car les variables x* et v* sont
elles mémes des fonctions du temps .

On définit I’Action S par :

S=1Ldt (1)
ou I’intégrale est définie sur un chemin possible de I’espace temps JOlgl’lal’lt un point fixe de
coordonnées { } (t1’X1) (point de départ) a un autre point fixe (t, XZ) (pont d’arrivée).

Le principe de moindre action stipule qu’une trajectoire physique correspond a un extremum
de I’action.

Cette formulation de la mécanique du point matériel est généralement justifiée en rappelant
que la loi de la réfraction en optique géométrique (loi de Snell Descartes) peut étre obtenue en
cherchant quel est le trajet qui rend minimum le temps mis par la lumiere pour joindre deux
points situés dans des milieux d’indices différents.

Supposons que 1’on connaisse une solution au probléme, c’est a dire que 1’on connaisse les
fonctions X' (t) et v'(¢) (dans la suite de cette section on attribue les indices i, j,K,... pour

désigner les coordonnées spatiales). Une petite variation de ces quantités doit laisser 1’action
S stationnaire au premier ordre des variations , ¢’est a dire S =0 au premier ordre.
Considérons donc une petite variation de la position et de la vitesse :

X =X +6x , V.oV +6V
avec, aux extrémités : 5)(1i (t)= 5)(2i (t,)=0.
La variation du lagrangien est donc :

5= 550 + 9L sui
ox' ov’

avec : OV' = (V' +6v') - V' =0, (X +5Xi)—8 X :E)t6xi ,ona:
65 = [*| Lgv+ 2L 5 (6x/) |ar
6\ ox' o’

et en intégrant par partie :

§S= 5xa—L +j i—ata—La dt
ov' ox' ov'



Or par définition 6x,(z,) = 0x,(z,) = 0 , et ’action doit étre stationnaire quelle que soit la

variation infinitésimale de la position de la particule, c’est a dire quels que soient les SX
autour de la solution physique , d’ou 1’on déduit les équations d’Euler-Lagrange :

L, d! L

I dty
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Un exemple simple : par analogie avec 1’optique, on postule que I’action d’une particule
ponctuelle libre est proportionnelle a la longueur de sa trajectoire dans 1’espace-temps :

S =1 mc"ds (le signe moins est arbitraire). Dans un espace pseudo-euclidien 1’¢lément de

: e [V : :
longueur s’écrit : ds=+/cdt* ! dx* = cdt,[1! — , donc Iaction devient :
o

2
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S=V1mc"\[1! —dt ,ou m estun coefficient. Si la particule est soumise a un champ de

c

force dérivant d’un potentiel /'(x) stationnaire, 1’action sera :

# e L&
S=1mc"opl! —2+V(x)(dt
$ ¢ '

les équations de Lagrange ménent directement a :
" %

d $ mv' (Y )V

dr$ : )x’
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qui est 51mplement la variation de I’ 1mpu151on dans un champ de forces dérivant d’un

df
potentiel : jl; =1 grad V', et le coefficient m est simplement la masse.

2. Principe de moindre action pour les champs.

Le grand intérét de cette formulation est de pouvoir imposer les lois de symétrie du systéme
de maniére simple puis d’en déduire les équations du mouvement, ce qui est beaucoup plus
aisé que de construire des équations du mouvement respectant ces symétries.

Soient donc n champs u, (X) j=1,...,N définis dans un espace temps a n dimensions. Ces

champs peuvent étre des champs scalaires, c’est a dire que certains U, (x) sont des fonctions

réelles des coordonnées de I’espace temps, ou des champs scalaires complexes, ce sont alors
des fonctions complexes, ou bien des champs de vecteurs réels ou complexes, ou des champs
de tenseurs, etc.

Soit une fonctionnelle L(x“ ,ul_,aauj) dans laquelle les champs et leurs dérivées sont
considérés comme des variables indépendantes. En général on suppose que le lagrangien ne

dépend que des dérivées premicres des champs, et pas des dérivées d’ordre supérieur. Cette
hypothese sera faite dans toute la suite.



On définit I’Action S par :

S=1LdV="!L+/gd" 3)
ou Iintégrale est calculée pour une configuration de champ faisant passer d’un état u (x,)
défini sur une certaine hypersurface H, a n! 1 dimensions, a un état U (X,) défini sur une
autre hypersurface H, a n—1 dimensions. L’intégrale est définie sur la portion d’espace
temps limitée par H, et H,

Le principe de moindre action stipule qu’une « trajectoire » physique correspond a un
extremum de ’action.

Considérons donc une variation infinitésimale des champs au voisinage d’une solution
physique : u;(X)! U (X)+"u,(x) ,et: 69d,u =d,06u, .Lavariation de I’action est :

%
=y, o \fd"
&#“, L

u

[N

ou nous avons €crit : U, =

Apres intégration par partie du deuxiéme terme on a :

HZ
oL a1 al_ )
S= E,/géui ) +] B_._I Vg Su /g d"x

et puisque la variation des champs est nulle, par hypothése, aux limites H et H, , on déduit
les équations d’Euler-Lagrange pour les champs :

.
1, %f 'L 'tzo )

Jo

(une équation pour chaque champ u. ).

Exemple : le champ scalaire réel et I’équation de Klein Gordon.
Considérons le cas le plus simple d’un champ scalaire réel ¢(x) dans un espace de

Minkowski muni de coordonnées cartésiennes. Le lagrangien qui est une fonctionnelle de
! (x) et de ses dérivées premicres doit étre un scalaire pour s’assurer de 1’invariance par

rapport aux rotations et transformations de Lorentz, ceci pour respecter le principe de
relativité. Le choix le plus simple est :

1
L=2(9" 9,9 9,0 - 1797 (5)

ou m est un coefficient arbitraire.
Les équations d’Euler-Lagrange donnent donc :
'L L .
[ I %) = &m*# 6
M Tz $ l.(g™ fH)=8&m (6)
qui est I’équation de Klein Gordon pour une particule de masse m . Cette équation généralise
I’équation de Schrodinger de la mécanique quantique au cas relativiste a travers la

correspondance .
2

E2l p’=mc? , p" li# , E" i#

t
et ou le systeme d’unités esttel que ! =c=1.



On aurait pu, dans L , ajouter un couplage du champ ¢(x) a un potentiel ou a d’autre
champs.

Le principe de moindre action joue un réle fondamental dans la formulation de la mécanique
quantique et de la théorie quantique des champs par les intégrales de chemin. On pourra par
exemple consulter [Zee].

3. Exemple : le champ électromagnétique.

Nous allons appliquer les notions précédentes au cas du champ électromagnétique. Quelle
fonction de Lagrange devons nous prendre ?

Le lagrangien sera une fonctionnelle du quadri vecteur potentiel { A“(X)} = (¢, A) et de ses

dérivées (section 3.10), ou ¢ est le potentiel, et Ale potentiel vecteur.

Afin de respecter I’invariance par rapport aux rotations de 1’espace-temps (rotations
habituelles et transformations de Lorentz), et translations, L sera une fonction scalaire. Au
chapitre 3, nous avons vu qu’a partir d’un champ de vecteurs A" on pouvait construire un
tenseur avec les dérivées de ce champ, a savoir : F = 8# A -9, A# .

Nous pouvons choisir pour le lagrangien :

1 |
L==F 6 F" | F" #F (7
4 "
ou le facteur ¥ est arbitraire et trouvera sa justification dans la suite, ou bien choisir (dans un
espace temps a 4 dimensions) :
- ur e #8 0
L=!,,sF" F71 F%F (8)
ou bien encore n’importe quelle combinaison de ces termes, voire des puissances de ces
termes.
Notons que si on fait une opération de renversement du temps , ¢’est a dire si on fait le

changement de variable  — —7 , alors L, change de signe , de méme si on fait une opération
de parité (x'! "x').
A ce lagrangien du champ électromagnétique pur nous pouvons ajouter un « terme de
source » de la forme : j“(X) A" . Ce terme est un (pseudo) scalaire si J, estun (pseudo)
vecteur.
Nous pouvons appliquer les €quations d’Euler-Lagrange . Pour L défini par (7) et u = A
on obtient :
1 s OL

3, (JgFy="= ©)
T o
Le cas de L, sera trait¢ dans I’exercice 1.

Cette équation est vraie dans n’importe quel systéme de coordonnées. Si on I’explicite en
coordonnées cartésiennes, on obtient les deux équations de Maxwell avec termes de source:

RorB+2E = -
ot
divE = j°

Les deux autres équations de Maxwell ont été obtenues a la section 5.4.



Toujours en utilisant des coordonnées cartésiennes on peut re écrire les équations d’Euler
Lagrange sous la forme :

0,79, A =0, (119, A) =
Soit : au(n“p8pA")—n”’8p(auA“)= j’
qui, si on impose la condition de Lorentz aﬂ A" =0, devient :

oA =12 1A = (12 A = (10)
ou nous avons utilisé le symbole o qui est le d’alembertien et qui est défini par la formule ci
dessus.

Remarque : Les équations de Maxwell telles que nous les avons écrites ne comportent pas les
coefficients !/ (constante di€lectrique) et 1, (perméabilité magnetique) ; pour rétablir les
coefficients du systeme d’unités international, il suffit d’ajouter au lagrangien les coefficients

ad hoc, soit :
-

!
: )
=_F [ H#
L ’u,,F c A,u 5 , -$0

Exercice 1 :
Retrouver les équations du champ électromagnétique en utilisant I’algébre extérieure.

Solution de I’ Exercice 1.
Repartons du principe de moindre action et calculons la variation du lagrangien pour un
changement infinitésimal des champs.

Considérons la forme de degré 1 (voir chapitre 5) : 4= Ay dx" et F=dA.
L=F AxF
Effectuons la perturbation infinitésimale : 4" — 4" + a" , nous avons noté la variation par

a" plutét que par la notation habituelle 6 4* pour éviter de confondre le symbole & avec
I’adjoint de ’opérateur d . Au premier ordre dans les variations :

L! L'=(F+da)" #{F+da)=F" #F + F " #da+da" #F
Puisque les formes impliquées sont des formes de degré 2 et compte tenu des propriétés de

I’opérateur * de Hodge, on a (au premier ordre) :
L'=F A*F + 2a ~n*0F + différentielle exacte

Pour que I’action soit stationnaire il faut : 6F = §dA=0 .
Ceci peut étre explicité et permet de retrouver les équations de Maxwell.

On peut faire le méme calcul pour L, = FAF .Ona:
L! L'=(F+da)" (F+da)=F" F+F" da+da" F
L'=FAF+2danF=FAF+2(dlanF)+tandF)

or dF =d*4=0 , donc L' estégala L aune différentielle exacte prés. Dans I’expression

de I’action, la différentielle exacte, par le théoréme de Stokes, fourni un terme de surface, or,
sur les hypersurfaces H, et H, les variations des champs sont nulles par hypothese, donc

I’action est invariante par toute variation du champ et ne méne a aucune équation du
mouvement .



