
1.  Notions sur les variétés différentiables. 

1.  Variétés différentiables, définitions. 

Ce chapitre introduit très superficiellement les notions de variété différentiable et d’espace 
tangent. De nombreux ouvrages traitent ces questions avec plus ou moins de détails, pour les 
notions de topologie et d’espace topologique, on pourra consulter par exemple [Wallace].  

 La notion de variété n’est pas simple à définir, même si on en a une idée intuitive en 
considérant une surface plongée dans l’espace euclidien à trois dimensions qui nous est 
familier. Une étape majeure consiste à se débarrasser de cette notion de plongement et de 
définir une variété de manière intrinsèque. Nous allons d’abord reproduire les définitions d’un 
espace topologique et d’homéomorphisme tirées de la référence précédente. Elles sont basées 
sur la notion de voisinage, qui reste assez intuitive. 

Définition d’un espace topologique : Un espace topologique est un ensemble abstrait !  dans 
lequel à chaque élément !  de !  est associée une famille non vide de sous ensembles de ! . 
Les éléments de !  seront appelés points et les sous-ensembles associés à un point !  de !  
seront appelés voisinages de !  . Les voisinages de chaque point de !  doivent satisfaire les 
conditions suivantes : 
- Si !  est un voisinage de !  , alors !  . 
- Tout sous ensemble de !  contenant un voisinage de !  est lui même un voisinage de ! . 
- Si !  et !  sont des voisinages de !  , alors !  est aussi un voisinage de ! . 
- Si !  est un voisinage de !  , il existe un voisinage !  de !  tel que !  soit voisinage de 

chaque point de ! . 

Définition de la continuité : 
Une application d’un espace topologique !  dans un espace topologique !  est une loi qui fait 
correspondre à tout point !  de !  un point bien défini !  de !  . On dit que l’application 
!  est continue en !  si, pour tout voisinage !  de !  dans ! , il existe un voisinage !  de 
!  dans !  tel que !  . On dit que l’application !  de !  dans !  est continue si elle 
est continue en tout point de ! . 

Définition d’une application homéomorphe : 
Soient !  et !  deux espaces topologiques et soit !  une application bijective de !  sur! , 
alors, si !  et !  sont continues, on dit que !  et !   sont homéomorphes par ! . 

On note !  l’espace vectoriel à n dimensions sur !  .  

Définition d’une variété : 
Une variété !  à n dimensions est un espace topologique !  connexe dont chaque point !  
possède un voisinage !  homéomorphe à une boule  !  (ou un cube) de  !  . 
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Cela signifie qu’une variété est localement euclidienne. De plus, pour éviter certaines 
anomalies, on exige que !  soit un espace de Hausdorff ( ! satisfait l’axiome de séparation de 
Hausdorff si pour toute paire de points !  et !  , ! , il existe un voisinage !  de !  
et un voisinage !  de !  tels que! ). Enfin on exigera que !  soit recouvert par 
un ensemble dénombrable de voisinages. 

Considérons l’exemple de la figure suivante, constituée de deux plans infinis P et Q se 
coupant. Soit un point !  de l’intersection , et soient !  un voisinage de  !  dans le plan P et  
!  un voisinage de  !  dans le plan Q (non dessiné).  Maintenant soit un point  !  de P 
proche de l’intersection. On peut définir un voisinage de !  comme l’ensemble des points de 
P et Q dont la distance à  !  est inférieure à une certaine valeur. Dans le plan P la distance 
est la distance habituelle, et la distance de !  à un point !  de Q sera la longueur minimum 
des lignes « brisées » (mais continues) joignant !  à !  dont un morceau est dans P et un 
morceau est dans Q. Les ensembles de la forme !  satisfont les conditions de définition 
des voisinages, entre autre, pour le point !  de l’intersection. Mais !  n’est 

certainement pas homéomorphe à une boule de ! . 

!  

Avec la topologie que nous avons définie, cet espace est bien un espace topologique, mais 
n’est pas une variété. 

Maintenant prenons l’exemple du cône à base circulaire de la figure suivante sans le disque de 
base, avec les projections indiquées. Le voisinage du sommet est projeté sur un disque 
perpendiculaire à l’axe du cône, cette projection est une application continue et bijective du 
cône vers un disque de ! . De même les deux autres applications latérales sont des 
homéomorphismes. Le cône est une variété. 
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L’application : !  est appelée une carte, et !  est le domaine de la carte. Un 
ensemble de cartes recouvrant !  est appelé un Atlas. 
Soient deux voisinages !  et !  d’un point !  de !  , et  !  , !  les applications 

correspondantes. On peut donc définir des fonctions de transition de !  dans !  des images 
de  !  par : !  . 

Ces fonctions de transition sont évidemment des homéomorphismes sur leur domaine de 
définition. 
Notons que si !  est muni de coordonnées, ! induit un système de coordonnées locales dans 
le voisinage de !  , pour cela il suffit d’attribuer à tout point de !  les coordonnées du point 
correspondant de !  . Nous prendrons la liberté d’appeler ces coordonnées induites « carte 
locale » bien qu’une carte locale désigne une application. 

En fait les définitions ci-dessus sont encore trop générales. Un premier type de restriction 
consiste à imposer que les fonctions de transitions soient linéaires par morceau . Ceci est 
utilisé en topologie et est lié à la notion de triangulation . Mais dans toute la suite nous serons 
encore plus restrictif en exigeant que les fonctions de transition soient différentiables: 
  
Définition d’une variété différentiable : 
Une variété différentiable est une variété à n dimensions pour laquelle on a pu définir un 
ensemble de cartes locales, telles que : 
- Les domaines recouvrent entièrement !  
- Si !  et !  sont deux domaines ayant un recouvrement, pour tout point ! de !  les 

coordonnées de ! dans l’une des cartes sont des fonctions différentiables des 
coordonnées de l’autre carte dont le jacobien (défini plus loin) n’est pas nul. 

Exemple : Soit la sphère !  , S et N les pôles nord et sud (arbitraires), et soit !  un voisinage 
de N défini par la calotte sphérique de centre N plus grande que la demi sphère. De même soit 
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!  un voisinage de S construit de la même manière, tels que !  et !  se recouvrent à 
l’équateur. 

!  

! et !  sont chacun homéomorphes à un disque de ! . !  est non nul et contient 

l’équateur. ! et !  sont les domaines d’un atlas de !  à deux cartes. Il y a une infinité 
d’atlas possibles, selon le choix des calottes et des points N et S, ou d’autres recouvrements 
de la sphère. 
Le cône de l’exemple ci-dessus, privé de son sommet, est une variété différentiable. Si on 
essaie d’inclure le sommet dans une des projections latérales, on obtient un domaine qui a la 
forme d’un triangle, mais une telle figure n’est pas homéomorphe à un disque de !  
contenant l’image de ce sommet, et donc on ne pourra pas construire de fonction de transition 
différentiable en ce point. 

Deux atlas sont dits équivalents si leur réunion est encore un atlas. Cette définition permet de 
définir une relation d’équivalence entre atlas : un atlas est équivalent à lui même et la relation 
telle qu’elle est définie ne dépend pas de l’ordre dans lequel on considère les atlas 
(réflexivité). Si deux atlas sont équivalents à un même troisième il sont équivalents entre eux 
(transitivité). Pour le voir supposons que l’on ait trois atlas admissibles ! , ! , et !  d’une 

variété ! et trois voisinages !  correspondants du point  !  tels que 
!  . Soient !  , !  et !  les cartes associées respectivement à ces trois 
voisinages. Si !  est équivalent à !  , leur réunion est encore un atlas, et donc il existe une 

fonction de transition  !  de !  dans !  sur l’image de ! . De même si !  
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est équivalent à !  il existe une fonction !  sur l’image de ! , et donc il existe 

une fonction !  sur l’image de ! . 

2. Variétés ayant un bord. 

Dans l’exemple du cône, on n’a pas considéré que le point !  pouvait appartenir au cercle de 
base, on a discuté comme si le cône était infini. Le cercle de base est un bord. Pour pouvoir 
inclure les points situés sur le bord d’une espace il faut modifier la définition d’une variété. 
Pour qu’un espace topologique soit une variété, on demandera que les points du bord aient  
un voisinage non pas homéomorphes à une boule de ! mais au demi espace de !  défini  
par : ! . 

3. Espace vectoriel tangent. 

Si on considère une surface à deux dimensions plongée dans l’espace euclidien à 3 
dimensions, par exemple une sphère ou un tore, on imagine intuitivement ce qu’est un vecteur 
tangent à la surface en un point donné. Mais on ne peut pas toujours procéder ainsi, une 
variété ne peut  pas toujours être plongée globalement dans un espace euclidien de dimension 
supérieure, bien que l’on puisse toujours le faire localement. Par exemple l’espace 
hyperbolique ! , que nous discuterons plus tard, ne peut pas être plongé entièrement dans 
l’espace euclidien à trois dimensions. De même que pour définir une variété, il est nécessaire 
de  définir la notion d’espace tangent indépendamment de l’idée de plongement. 

Il y a plusieurs façons de définir l’espace vectoriel tangent en un point !  à une variété !  . 
Nous utiliserons la plus intuitive basée sur la notion de courbe paramétrée de !  . 
Une courbe de !  est une application continue !  d’un intervalle !  de !  dans ! , par 
conséquent, si !  désigne un homéomorphisme d’un voisinage de !  dans une boule de !  , à  

une courbe passant par un point !  de !  correspond  une application !  de !  dans !  . 
Nous continuerons à appeler, par abus de langage, ! cette courbe induite dans !  . Si !  

est muni de coordonnées  !  , la courbe est représentée par des fonctions !  . Les 

différentielles, pour des incréments infiniment petits du paramètre ! , définissent 
naturellement des vecteurs tangents à la courbe !  dans  !   (souvent appelés vecteurs 
vitesse) : 

                                                !  

Bien sûr cette façon d’introduire des vecteurs présentent des inconvénients. Il ne faut pas que  
!  soit une ligne brisée, c’est à dire il faut que l’on puisse définir à chaque valeur de !  les 
dérivées. D’autre part , le fait de travailler avec des coordonnées implique de traiter les 
changements de cartes et de coordonnées. 
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L’espace vectoriel tangent au point !  de ! est un espace vectoriel dont les éléments sont les 
vecteurs tangents aux courbes passant par ce point ! . Cet espace vectoriel est souvent noté  
!  . Quand on dira « un vecteur !  de !  au point ! » cela voudra dire un vecteur de 

l’espace vectoriel !  , et on le notera !  . De même un champ de vecteurs !  voudra 

dire, qu’en chaque point !  de !  , on a défini un vecteur !  dans les espaces vectoriels 
tangents !  . 
Revenons aux changements de carte. Soient deux cartes décrivant le voisinage d’un point !  
de !  , c’est à dire soient deux voisinages !  et !  de !  dans ! , et ! , !  les cartes 

respectives de ces domaines. Soient !  et !  les systèmes de  coordonnées respectifs 

dans !  . Les coordonnées !  sont des fonctions des coordonnées !  par l’application  

!  . Les vecteurs !  et !  se correspondent via la matrice : !  dont le 

déterminant est supposé non nul. Cette dernière matrice est appelée Jacobien du changement 
de coordonnées. 
En utilisant les coordonnées de !  pour décrire le voisinage V de M, on a implicitement 
défini une correspondance entre les vecteurs de !  et les vecteurs de !  . 

 x  V
n

 x

  Tx(V
n)   

!
v  V

n
 x

  Tx(V
n)   

!
v    v

!
(x)

 x  V
n

   v
!
(x)

  Tx(V
n)

 x

 V
n

  V1   V2  x  V
n

 ! 1  ! 2

 
x!{ }  

y!{ }
  !

n

 
y!{ }  

x!{ }
! 2 ! ! 1

! 1

 

dx!

dt  

dy!

dt  
T!

" =
#y"

#x!

  !
n

 TM   !
n


