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Appendice A : Les rotations. 
 
1. Rappels. 
 
Dans cette partie nous dŽveloppons certaines propriŽtŽs du groupe des rotations et utilisons 
cet exemple pour introduire des notions plus gŽnŽrales telles que lÕespace des param•tres dÕun 
groupe, les alg•bres de Lie rŽelles ou complexifiŽes, les reprŽsentations dÕun groupe. 
 
Au chapitre 2 nous avons introduit les rotations comme les isomŽtries de   !

n  qui laissent 
lÕorigine des coordonnŽes invariante et qui prŽservent lÕorientation. Dans toute la suite, et 
comme dans la discussion du chapitre 2,   !

n est muni dÕune mŽtrique ! " # diagonale ˆ  

coefficients ±1. Nous avons Žtabli  la contrainte :  
                                             

  
R.µ

! " ! # R.$
# = " µ$                                                             (1a) 

Pour 
  
R.

!
"  considŽrŽ comme une matrice, les indices supŽrieurs reprŽsentent les lignes et les 

indices infŽrieurs les colonnes. La condition prŽcŽdente se re-Žcrit : 
                                           

  
R

! 1
."
µ = #µ$

R.$
% #" %                                                            (1b) 

soit sous forme matricielle : 
                                                R

! 1 = " RT "                                                                  (1c) 
o• le symbole  T  dŽsigne la transposition. 
Dans le cas dÕun espace euclidien cela veut dire que la matrice inverse dÕune matrice de 
rotation est la matrice de rotation transposŽe. La contrainte (1) implique 

  
det(R) = 1 . 

Nous avons Žgalement vu que les rotations forment un sous groupe de O(p,q) appelŽ SO(p,q), 
o•  p et  q  sont respectivement le nombre de termes de signe plus et de signe moins de la 

mŽtrique ! " #  . 

Ceci se gŽnŽralise au cas des espaces vectoriels complexes discutŽ ˆ  la fin du chapitre 2. La 
relation (1c) devient : 
                                                 R

! 1 = " R+ "                                                                  (1d) 
o• le symbole +  dŽsigne le conjuguŽ hermitique (transposition plus conjugaison complexe). 
 
 
2. Nombre de param•tres pour  SO(p,q) : 
 
La matrice  R ˆ  coefficients rŽels poss•de   n

2  termes a priori indŽpendants. Les diffŽrentes 
expressions (1) sÕŽcrivent aussi :   R! RT ! = 1 . Le transposŽ de cette Žquation est  

  ! R! RT = 1 (car !
T = ! ), et puisque  !

2 = 1 , on a en multipliant chaque membre ˆ  droite et ˆ 
gauche par !  :  

                             ! (! R! RT )! = ! ! " R! RT ! = 1 
qui est lÕŽquation de dŽpart. La contrainte est donc invariante par transposition. Elle 
reprŽsente donc pour chaque ŽlŽment de la relation matricielle   n(n+1) / 2 contraintes (la 
diagonale et le triangle supŽrieur droit). 
Le nombre de degrŽ de libertŽ , cÕest ˆ  dire le nombre de param•tres de   SO( p,q)  est donc : 
                                                           n(n ! 1) / 2                                                              (2) 
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3. Nombre de param•tres dans le cas complexe. 
 
Nous pouvons reprendre la section prŽcŽdente et lÕadapter directement au cas de   !

n  . Il est 
coutumier dÕappeler U  la matrice de rotation dans le cas complexe au lieu de  R . La matrice 

 U  ˆ  coefficients complexes poss•de   2n2  coefficients rŽels a priori indŽpendants. Le m•me 

raisonnement que prŽcŽdemment montre que    U ! U
+ ! = 1 est identique ˆ  son conjuguŽ 

hermitique, ce qui reprŽsente   n
2  relations. Le nombre de param•tres rŽels est donc   n

2  . Si on 
impose la contrainte   det (U ) = 1 le nombre de param•tres rŽels est   n

2 ! 1 . 

Soit 
 
! " # = (+1, ...,+1)  , on appelle   U (n)  le groupe des matrices complexes ˆ   n  dimensions 

telles que   U
+ U = 1 , et   SU(n)  le sous groupe des matrices de dŽterminant unitŽ.   SU(2) a 3 

param•tres rŽels et   SU(3)  en a 8, etc. 
 
 
4. LÕexemple de SU(2). 
 
Par dŽfinition  U  est une matrice agissant sur lÕespace vectoriel   !

2  muni dÕune mŽtrique 

 
! " # = (+1,+1)  , et donc de la forme : 

                                                           
 

a b

c d

!

"#
$

%&
 

Les contraintes 
  U

! 1 = " U + "  et   det (U ) = 1 fournissent :   a = d! , c = " b!  et donc :  

  det(U ) = aa! + bb! = 1 , soit en passant aux composantes rŽelles   a = x + i y , b = r + is : 

                                                    x
2 + y2 + r 2 + s2 = 1 

qui est lÕŽquation dÕune sph•re dans   !
4 . LÕespace des param•tres de   SU(2)  est la sph•re   S

3 
qui est bien un espace ˆ  3 dimensions conformŽment ˆ  ce qui a ŽtŽ dit plus haut. 
 
Digression : ReprŽsentation par des quaternions. 
Les quaternions sont une gŽnŽralisation des nombres complexes. Ils forment un corps non 
commutatif et on les Žcrit sous la forme :    q = x1 + i x2 + j x3 + k x4 , x1,x2,x3,x4 ! !  . 
Les r•gles de multiplication sont donnŽes par la table suivante : 

                                             

  

! 1 i j k

1 1 i j k

i i " 1 k " j

j j " k " 1 i

k k j " i " 1

 

 

On dŽfinit le quaternion conjuguŽ par :   q = x1 ! i x2 ! j x3 ! k x4  , et son module par :  

                                         qq = x1 x1 + x2 x2 + x3 x3 + x4 x4  

Les matrices de   SU(2)  sont de la forme  
 

a b

! b" a"

#

$%
&

'(
 avec   aa! + bb! = 1 . 
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Posons   a = x1 + i x2  ,   b = x3 + i x4  , et associons ˆ  cette matrice le quaternion 

  q = x1 + i x2 + j x3 + k x4   de module 1 . On peut vŽrifier explicitement que le produit de deux 
matrices de   SU(2)  est reprŽsentŽ par le produit des quaternions associŽs. Les quaternions de 
module 1 fournissent une reprŽsentation du groupe   SU(2)  . 
 
 
 
5. LÕexemple de SO(3). 
 
On peut essayer dÕaborder le probl•me le plus directement possible en Žcrivant une matrice de 
rotation sous la forme : 

                                              

 

M =

a b c

d e f

g h i

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&

 

alors la condition   M
T = M ! 1  sÕŽcrit : 

                              

  

a d g

b e h

c f i

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&

=
1

'

ei ( hf ch ( bi bf ( ec

fg ( di ai ( cg cd ( af

dh( eg bg ( ah ae( db

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&

                                 (3) 

o• :   ! = a (ei " hf ) " d (bi " hc) + g (bf " ec) = 1 est le dŽterminant de M . 
On peut Žgalement Žcrire la condition (1) sous la forme :  
        M

T M = 1 ! a2
+ d2

+ g2
= 1 , g2

+ h2
+ i 2

= 1 , c2
+ f 2

+ i 2
= 1 , etc  

Pour satisfaire la premi•re de ces deux contraintes on va Žcrire :   
                      g = sin(! ) , a = cos(! ) cos(" ) , d = cos(! ) sin(" )  
LÕidŽe Žtant de retrouver la matrice identitŽ lorsque tous les param•tres sont nuls. 
Dans la suite on Žcrit : c! = cos(! ) , s" = sin(" ) , etc 

La seconde contrainte est satisfaite si on pose : 
  
h = c! s" , i = c! c" ,  enfin en utilisant : 

 h = cd ! a f  et   c
2 + f 2 + i2 = 1 , on obtient  

 
c = s! s" # c! c" s$  et 

 
f = ! c" s# ! s" c# s$  . 

Enfin  c = dh ! eg  fournit  e et  f = bg ! ah donne  b . On arrive ˆ  des matrices de   SO(3)   de 
la forme : 

                            

  

c! c" #(c$s" + c" s$s! ) s" s$ # c" c$s!

c! s" c" c$ # s" s$s! #(c$s! s" + s$c" )

s! c! s$ c! c$

%

&

'
'
'

(

)

*
*
*

 

Cette fa•on de paramŽtrer permet de retrouver les gŽnŽrateurs habituels de  SO(3)  (voir plus 
loin) . Par exemple : 

       

   

! = " = 0 , # ! 1 $ M = I + #

0 0 %1

0 0 0

1 0 0

&

'

(
(
(

)

*

+
+
+

 

qui reprŽsente une rotation autour de lÕaxe  Oy  dans le sens indirect. 

Le domaine de dŽfinition des angles  ! , " , #  est a priori 
 

0,2!"# $% , mais on peut obtenir 

chaque matrice de rotation de deux mani•res diffŽrentes : ayant choisi !  on peut choisir !  
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puis !  . Mais on obtient la m•me matrice avec :  ! " # , $ + ! ,%+ !  . Cette reprŽsentation 

nÕest donc pas bijective, on dit quÕelle nÕest pas fid•le. On peut imposer 
  
c! > 0  , et alors la 

premi•re colonne dŽtermine  !  uniquement. On a donc 
 
! " #

$
2

,
$
2

%

&
'

(

)
* , +, , " 0, 2$%& ()  . 

Posons : 
  
x1 = s

!
s
"
c
#

, x2 = s
!
s
"
s
#

, x3 = s
!
c
"

, x4 = c
!

 

Alors   
  
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2 = 1 , x1, x2, x3 ! " 1,+1#$ %& , x4 ' 0   qui reprŽsente une 

moitiŽ de la sph•re   S
3 . 

 
Une autre fa•on de comprendre quel est lÕespace des param•tres , est de dŽfinir la rotation par 
la direction  (! , " )  de son axe et par son angle !  ( ! " , "[ ] ) . On pose : 

     x1 =
!
"

cos# , x2 =
!
"

sin# cos$ , x3 =
!
"

sin# sin$ , x4 = 1%
! 2

" 2  

qui vŽrifient aussi : 
  
(x1)2

+ (x2)2
+ (x3)2

+ (x4)2
= 1 , x1, x2, x3 ! " 1,+1#$ %& , x4 ' 0  

On vŽrifie aisŽment que cette reprŽsentation est fid•le. En effet pour un quadruplet 

  (x
1, x2, x3, x4)  fixŽ on a deux possibilitŽs  (! ," ,# )  ou  (! " , # ! $,%+ #)  . Mais ces deux 

possibilitŽs reprŽsentent la m•me rotation, car la seconde a son axe dirigŽ dans le sens opposŽ 
de la premi•re, mais se fait dans lÕautre sens. 
 
LÕespace des param•tres de   SO(3)  est une moitiŽ de la sph•re  S

3, avec les points opposŽs de 

lÕŽquateur (  x
4 = 0) identifiŽs. 

 
 
6. Sous espaces invariants. Vecteurs et valeurs propres. 
 
LÕexemple simple dÕune rotation dans le 2-plan euclidien montre que tout ou partie des 
valeurs propres dÕune matrice de rotation est complexe, et que, par consŽquent, les vecteurs 
propres associŽs sont Žgalement complexes. Nous sommes donc amenŽs ˆ  considŽrer le 
produit hermitien (section 2.11), le cas rŽel nÕŽtant quÕun cas particulier. 
 
Notons dŽjˆ  que, puisque  R est rŽel, si !  est valeur propre, alors ! "  lÕest aussi. En effet : 

       
  
det (R! " I ) = 0 # det (R! " I )( )$

= det (R$ ! " $I ) = det (R! " $I ) = 0  

 

Soient deux vecteurs quelconques   x
!

 et   y
!"

 de   !
n  , par dŽfinition les rotations conservent les 

produits scalaires, donc :   (Ry,Rx) = ( y,x)  . 
 

Donc si   x
!

 est un vecteur propre de  R avec la valeur propre  ! x
 et   y

!"
 est vecteur propre avec 

la valeur propre 
 
! y  , on a :  

                     (Ry,Rx) = ! y
" ! x (y,x) = (y,x) # (! y

" ! x $1)(y,x) = 0  

 
Si  y = x et   (x,x) ! 0  cela entra”ne : ! x

" ! x = 1, et donc  ! x = ei"  , et si 
  
! x

" ! y #1$ 0 alors 

  ( y,x) =0 . 



 5 

 
Si !  est valeur propre de R , !  est solution de lÕŽquation caractŽristique   det (R! " I ) = 0 . Si  

 ! " 0,  1/ !  est valeur propre de   R
! 1 , car pour une matrice quelconque M , si   y

!"
 est vecteur 

propre avec la valeur propre ! " 0 , alors    y
!"

 est vecteur propre de   M
! 1  avec la valeur propre  

 1 / !  :  
  
M y = ! y (! " 0) # M $1M y = ! M $1y #

1
!

y = M $1y  . 

Donc dÕapr•s (1) on a :  

               

  

det (! RT ! " I / #) = det ! (RT " I / #)!( ) = det (RT " I / #)

= det (R" I / #)T( ) = det (R" I / #) = 0
 

et donc, pour  ! " 0 ,  1/ !  est valeur propre de R . 
 
Par consŽquent les valeurs propres vont par paires. 
 
On a la situation suivante : 
Si la dimension de lÕespace est impaire, il existe une valeur propre Žgale ˆ   1 et, dans le cas ˆ  3 
dimensions, le vecteur propre associŽ reprŽsente lÕaxe de rotation. Les autres valeurs propres 
allant par paires   (e

i! ,e" i! )  ou  (! ,1/ ! )  si !  rŽel . 
 Si la dimension de lÕespace est paire, toutes les valeurs propres et leur vecteurs propres 
associŽs vont par paires. 
Dans tous les cas les vecteurs propres dÕun couple sont orthogonaux aux vecteurs propres 
dÕun autre couple (au sens du produit hermitien). 
 
Dans le cas de valeurs propres complexes on a : 

Soit     v1

!"
= u1

!"
+ i u2

!"!
 le vecteur propre de  R associŽ ˆ  la valeur propre ! = ei" = µ + i# .  

   v2

!"!
= u1

!"
! i u2

!"!
 est le vecteur propre associŽ ˆ    !

" = e#i$ = µ # i% (car  R est rŽelle) . Cela 
sÕŽcrit : 

                                   Ru1

!"
= µ u1

!"
! " u2

!"!
, Ru2

!"!
= " u1

!"
+ µ u2

!"!
 

avec  µ = cos(! ) , " = sin(! )  , ce syst•me reprŽsente une rotation dans le 2-plan    (u1

!"
, u2

!"!
)  . 

 
ConsidŽrons maintenant le cas des valeurs propres rŽelles, et appelons  ! 1

 le vecteur propre 

associŽ ˆ  !  et   v2
 celui associŽ ˆ   1/ !  . On a par dŽfinition des rotations : 

                        (Rv1,Rv1) = (v1,v1) ! (" 2 #1)(v1,v1) = 0 

Donc si  ! " 1 ,   v1
est un vecteur nul, et de m•me pour   v2

. Posons (des vecteurs sont sous-
entendus, bien que les symboles ne soient pas utilisŽs) : 
                                         t = (v1 + v2) / 2 , x = (v1 ! v2) / 2  

soit :   v1 = t + x , v2 = t ! x  
On a alors : 

                          
  

Rt = 1
2
(! v1 + v2 / ! ) = 1

2
( t (! +1/ ! ) + x(! " 1/ ! ) )

Rx = 1
2
(! v1 " v2 / ! ) = 1

2
( x(! +1/ ! ) + t (! " 1/ ! ) )

 

maintenant posons : 
  
ch( y) = 1

2
(! +1/ ! )  (cela est toujours possible car 

 
1
2
(! +1/ ! ) " 1 quel 

que soit ! ) dÕo• : 
  
sh( y) = ± 1

2
(! " 1/ ! )  et la transformation devient : 
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R

t

x

!

"#
$

%&
=

ch( y) sh( y)

sh( y) ch( y)

!

"#
$

%&
t

x

!

"#
$

%&
 

qui est encore une rotation dans le 2-plan    (v1

!"
, v2

!"!
)  . 

 
 
7. DŽcomposition des rotations en produit de symŽtr ies par rapport ˆ des plans. 
 

Soit, dans   !
n ,  un   (n ! 1)  plan  P  passant par lÕorigine  O et perpendiculaire au vecteur   a

!
 

(tel que 
   
a
!

! 0  ) , et soit un vecteur  x
!

. Le symŽtrique de   x
!

 par rapport ˆ  ce plan est le 

vecteur : 

                                          
   
y
!"

= x
"

! 2 (x
"
.a
"
)

a
"

a2
                                                               (4) 

car si   x
!

 est perpendiculaire ˆ    a
!

 , cÕest ˆ  dire   x
!

 est dans le plan, alors   x
!

 reste lui m•me 

comme attendu, et si   x
!

 est parall• le ˆ    a
!

 , alors   x
!

 change de signe. 

Cette transformation est une isomŽtrie, car soit un second vecteur   u
!

, et   v
!

 son transformŽ par 

(4), on vŽrifie directement que    v
!
.y
"!

= u
!
.x
!

 . 
 
Puisque la symŽtrie par rapport ˆ  un plan est une isomŽtrie, une droite (une gŽodŽsique) est 
transformŽe en une gŽodŽsique et un plan en un plan. En effet soit un point  M  dÕun plan  Q 

et soit   n
!

 le vecteur normal au plan en ce point.  Q peut •tre dŽfini par lÕensemble des droites 

passant par  M   et perpendiculaires ˆ    n
!

. La symŽtrie par rapport au plan Žtant une isomŽtrie, 
ces droites seront transformŽes en des droites passant par lÕimage de  M  et perpendiculaires ˆ 

lÕimage de   n
!

 , dŽfinissant un plan image de  Q . 
 
La symŽtrie par rapport ˆ  un plan est une transformation de dŽterminant  ! 1 . En effet soient 

 n   vecteurs   Vi
! , 1" i " n dŽfinissant un volume 

  
V = det(Vi

! ) = " ! 1,...,! n
V1

! 1 ...Vn

! n  . Dans une 

transformation quelconque  A on a :   V ' = det( A) V  . Nous pouvons prendre   n ! 1 vecteurs 

dans le plan  P  et le dernier vecteur selon   a
!

 . Dans la symŽtrie, seul le dernier change de 
signe, donc le volume change de signe , et donc   det( A) = ! 1 . 
  
La symŽtrie par rapport ˆ  un plan fait donc partie de   O( p,q)  mais pas de   SO( p,q)  . 
Maintenant considŽrons une seconde symŽtrie par rapport ˆ  un   (n ! 1)  plan  Q passant par 

lÕorigine et perpendiculaire au vecteur   b
!

 , et appliquons successivement les deux symŽtries. 

Appelons   S1
 et   S2

 respectivement ces deux symŽtries. Soit un vecteur   x
!

 perpendiculaire au 

2-plan dŽfini par    a
!

,b
!

 ; par   S1
 ce vecteur reste lui m•me et aussi par  S2

, et donc   x
!

 reste 

inchangŽ, cÕest ˆ  dire que le sous espace complŽmentaire au 2-plan    a
!

,b
!

 est invariant par 

  S2 S1
 . Si   x

!
 est dans le 2-plan dŽfini par   a

!
,b
!

, son transformŽ par   S2 S1
 lÕest encore, car soit 

  x
!

= ! a
!

+ " b
!

 , la relation (4) montre que    S1 x
!

 est dans le 2-plan    (x
!

,a
!
)  donc est encore dans le 

plan   a
!

,b
!

, et de m•me pour la deuxi•me symŽtrie. Le produit   S2 S1
 laisse donc le 2-plan    a

!
,b
!
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invariant, mais   x
!

 subit une rotation dans ce 2-plan. Une fa•on de le comprendre est dÕabord 
de remarquer que le point  O qui appartient ˆ  lÕintersection des deux plans est invariant. 
DÕautre part si on appelle   z = S2 S1 x  , on trouve par le calcul direct : 

                                      

   

z
!
.x
!

= x
! 2

! 1+ 2
(a
!
.b
!
)2

a2 b2

"

#
$

%

&
'  

En posant 
   
z
!
.x
!

= x
! 2

cos(! )  (ou 
   
x
! 2

ch(! )  selon que     (a
!
.b
!
)2 est infŽrieur ou supŽrieur ˆ  a

2b2 ) 

), lÕangle de rotation !  est deux fois lÕangle entre   a
!

 et   b
!

 . 
 
Ces propriŽtŽs, le rŽsultat de lÕexercice qui suit,  et la discussion de la section prŽcŽdente 
montre quÕune rotation peut •tre dŽcomposŽe en un produit de symŽtries par rapport ˆ  des 

  (n ! 1)  plans, en nombre pair. 
 
Exercice 1. 
Soit  SP

 la symŽtrie par rapport ˆ  un plan  P  et soit  g  une isomŽtrie quelconque. Montrer que 

  gSP g! 1 est encore une symŽtrie par rapport ˆ un plan. 
 
 
8. Remarques complŽmentaires sur  la symŽtr ie par rapport ˆ  des plans. 
 
La transformation (4) sÕŽcrit sous forme matricielle : 

                                    
  
y = H x , H !

" = # !
" $ 2

a" a!

a2
 

 H est une matrice symŽtrique  H = H T  , et de plus, puisque la symŽtrie appliquŽe ˆ  elle 
m•me donne lÕidentitŽ, on a :   H

2 = I ! H "1 = H = H T . La matrice  H  est symŽtrique et 
orthogonale. 

Dans le cas complexe on poserait : 

  

H !
" = # !

" $ 2
a" a!

%

a
2

 

on vŽrifie immŽdiatement que   H
2 = I  et que  H

+ = H  , et donc que  H  est, ˆ la fois, 
hermitique et unitaire.  H est appelŽe Ç matrice de Householder È et est utilisŽe pour introduire 
des zŽros dans les matrices. En effet une matrice nÕest quÕun tableau dans lequel chaque 
colonne peut •tre considŽrŽe comme un vecteur. En choisissant correctement le plan de 
symŽtrie, on peut transformer un vecteur en un autre vecteur arbitraire de m•me module. 

DÕapr•s la formule (4), le vecteur   a
!

 est proportionnel ˆ    x
!

! y
"!

, donc connu d•s que lÕon a 

choisi le vecteur final (pour vŽrification, remplacer   a
!

 par   x
!

! y
"!

 dans la formula (4) et se 

rappeler que 
   
x
! 2

= y
"! 2

). Par exemple appelons 
   
v1

!"
= v1

!{ }  la premi•re colonne dÕune matrice, 

on peut la transformer en 
   
w1

! "!
= v1 ,0, ...,0{ }  , cÕest ˆ  dire que la premi•re colonne de la 

matrice transformŽe nÕaura que des zŽros sous la diagonale principale. Pour la seconde 
colonne la m•me opŽration est faite dans le sous espace ˆ    n ! 1 dimensions des coordonnŽes 

  (! i = 2,3,..., n)  , cÕest ˆ  dire qui laisse invariant la premi•re coordonnŽe. Ce processus peut 
•tre continuŽ, par une succession de transformation de Householder jusquÕ̂ Žcrire une matrice 
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 A sous la forme : A = U T , o•  U  est une matrice unitaire (produit de matrices de 
Householder) et  T  est une matrice triangulaire supŽrieure droite. 
 
 
 
 
9. Rotations infinitŽsimales. 
 

ConsidŽrons la transformation : 
   
x'! = x! + " .#

! x# , " .#
! ! 1 .                                    (5a) 

Ici le param•tre infinitŽsimal 
 
! ."

#  nÕa rien ˆ  voir avec la connexion du transport parall• le. 

LÕinverse est au premier ordre 
  
x! = x'! " # .$

! x'$  . La contrainte (1) implique en restant au 

premier ordre, et en Žcrivant 
 
! " # = $" %! .#

%  :  

                                                   ! " # = $! #"                                                                  (5b) 

Nous Žcrirons 
 
! (" # )  les param•tres de la rotation lorsque les indices ont ŽtŽ ordonnŽs. Par 

exemple lÕensemble des 
 
! (" # )  contient 

 
! (12)  mais pas 

 
! (21)  pour Žviter les doubles comptages 

dans les sommes. Ces param•tres sont au nombre de 
  
Cn

2  (toutes les paires dÕindices comptŽes 

quÕune seule fois) soit   n(n ! 1) / 2 conformŽment ˆ  (2). 
Maintenant considŽrons une fonction quelconque des coordonnŽes  f (x) , suffisamment 
dŽrivable. LÕaction dÕune rotation sÕŽcrit : 
                

  
f (x') ! f (x) = " (# $ ) (x$ %# ! x# %$ ) f , " # $ = &$' " .'

#  

soit encore :        
  
f (x') ! f (x) = " (# $ ) R(# $ ) f                                                                (6) 

o• nous avons introduit les   n(n ! 1) / 2 opŽrateurs : 
  
R(! " ) =(x" # !

$ %x! # "
$ ) &$ . Cette 

expression donne directement les champs de vecteur associŽs aux rotations (section 6.6).  
On vŽrifie directement que les 

  
R(! " )  satisfont les relations de commutation : 

                    
  

R(! " ) ,R(#$)
%
&

'
( = ) ! $ R(# " ) + ) ! # R(" $) + ) " $ R(! # ) + ) " # R($! )

                       (7) 

Les 
  
R(! " )  constituent lÕalg•bre de Lie du groupe des rotations.  

 
Si, au lieu de simples fonctions, on avait considŽrŽ un champ de vecteurs, par exemple, il 
aurait fallu introduire la notion de dŽrivŽe de Lie (voir chapitre 6) . 
 
Pour un champ de vecteurs   V

! (x) , on a par (2.2) et (5a) : 
  
V '! (x') " V! (x) = # .$

! V $ (x) .  

DŽfinissons :                      (LV)! = V '! (x) " V! (x)  

        
  
(LV )! = V '! (x) " V '! (x ') +V '! (x ') " V! (x) = " #$V '! dx$ + %

.&
! V &(x)  

et en restant au premier ordre :  
           

  
(LV)! = " # $ (%#

! &$' ( x$ %'
! ) # )V ' = " (# $ ) (%#

! &$' ( %$
! &#' ( %'

! R(# $ ) )V
'  

Ecrivons : 
  
(LV)! = " (# $ ) (L(# $ ) V )! = " (# $ ) ( (L(# $ )

' )%
! & ' %

! R(# $ ) ) V%, o• : 

                                       
  
(L(! " )

' )#
$ = %!

$ &" # ' %"
$ &! #                                                         (8) 
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 Puisque   L'  ne dŽpend pas de  x , 
  
L(! " )

'  et 
  
R(! " )  commutent. On vŽrifie directement que 

  
L(! " )  

et 
  
L(! " )

'  satisfont les relations (7), au signe pr•s : 

                
  

L(! " ) ,L(#$)
%
&

'
( = ) * ! $ L(# " ) ) * ! # L(" $) ) * " $ L(! # ) ) * " # RL($! )

                         (9) 

Le changement de signe vient de la dŽfinition adoptŽe pour  L  . 
 
En fait 

  
L(! " )

'  admet une reprŽsentation matricielle tr•s simple. Dans lÕexpression (8) lÕindice 

!  est celui de la ligne, et !  celui de la colonne. Alors 
  
L(! " )

'  est une matrice dont tous les 

ŽlŽments sont des zŽros sauf  celui situŽ ˆ  la ligne !  et la colonne !  qui vaut ! " " et son 

transposŽ qui vaut ! " ##  . 
  
L(! " )

'  ne fait que traduire ˆ lÕaide de composantes lÕŽquation (1) 

lorsque  R agit sur les coordonnŽes . 
 
Pour des rotations infinitŽsimales, Žcrivons formellement : 
                                            

  
R= I + ! (" # ) X(" # )                                                                 (10a) 

o• 
  
X(! " )  est un opŽrateur qui agit sur une fonction scalaire  (

  
X(! " ) # R(! " ) ) ou  sur un champ 

de vecteurs (
  
X(! " ) # L(! " ) ) , ou sur une forme diffŽrentielle (chapitre 6). 

On a : 
  
R! RT! = (I + " (# $ ) X(# $ ) )! ( I + " (%&) X(%&)

T )! = I , quels que soient les param•tres, 

donc :                              
  
X(! " ) +# X(! " )

T # = 0                                                               (10b) 

Les 
  
X(! " )  sont des ŽlŽments de lÕalg•bre de Lie du groupe des rotations. 

Les 
  
L(! " )

'  constituent une reprŽsentation de lÕalg•bre de Lie du groupe des rotations dans la 

reprŽsentation dite fondamentale. Si on consid•re les opŽrateurs  R de (1) comme des objets 
abstraits, ainsi que les 

  
R= I + ! (" # ) X(" # )  ci dessus, le fait de les Žcrire sous forme de 

matrices constitue une reprŽsentation. Plus prŽcisŽment et plus gŽnŽralement: 
 
Soit  A une alg•bre sur un corps  K  et soit  E  un espace vectoriel sur le m•me corps  K  , soit 

  L(E)  lÕensemble des homomorphismes de  E ! E  (endomorphismes). 
On appelle reprŽsentation linŽaire !  de lÕalg•bre  A sur un espace vectoriel  E  , 
lÕhomomorphisme de  A dans   L(E)  selon le schŽma : 

                    

  

E

! : A " L(E) #

a ! (a) E

           ,    x
!

! E " #(a) x
!

 

 
Une dŽfinition identique sÕapplique aux groupes : Une reprŽsentation de dimension  d  dÕun 
groupe  G  est un homomorphisme de ce groupe dans lÕensembles des matrices  d ! d  (non 
singuli•res) dont lÕopŽration de multiplication est la multiplication ordinaire des matrices. On 
dit aussi que les matrices elles m•mes constituent la reprŽsentation. 
Il existe un lien naturel entre la reprŽsentation de dimension  d  dÕun groupe et la 
reprŽsentation de m•me dimension de son alg•bre de Lie, bien que nous ne dŽvelopperons pas 
ce sujet. La rŽfŽrence [Cornwell] traite ces sujets tr•s importants en dŽtail. 
 
 



 10 

10. Rotations infinitŽsimales dans le cas de lÕespace euclidien ˆ 3 dimensions. 
 
On se donne des coordonnŽes cartŽsiennes par rapport ˆ  un rep•re orthonormŽ   (Oxyz) . 
Une rotation infinitŽsimale autour de lÕaxe  Oz , dÕangle   ! ! 1 , agit sur les coordonnŽes par 
(comparer ˆ  (10)) : 

                           

  

R(12) ! Rz = I + " Lz = I + "

0 #1 0

1 0 0

0 0 0

$

%

&
&
&

'

(

)
)
)

                                                  (11) 

de m•me, les rotations infinitŽsimales autour des axes  Ox et  Oy  sÕŽcriront respectivement : 
 

 

  

R(23) ! Rx = I +" Lx = I +"

0 0 0

0 0 #1

0 1 0

$

%

&
&
&

'

(

)
)
)

      ,   

  

R(31) ! Ry = I + " Ly = I + "

0 0 1

0 0 0

#1 0 0

$

%

&
&
&

'

(

)
)
)

 

 

On vŽrifie directement que :            
  

Li , Lj
!
"

#
$= %i j k Lk

                                                       (12) 

 CÕest ce que dit la formule (7) malgrŽ les apparences. CÕest en gŽnŽral sous la forme  (12) 
que sont connues les relations de commutation de lÕalg•bre de Lie du groupe  SO(3) . 
 
Exercice 2. 
ConsidŽrons une rotation de centre  O , dans   !

3  , dont lÕaxe est portŽ par le vecteur unitaire 

  n
!

 et dÕangle !  . Pour exprimer cette rotation appliquŽe ˆ  un vecteur   x
!

 dÕorigine  O , on 

dŽcompose ce vecteur en une composante parall• le ˆ    n
!

 :    
x/ /

! "!
= (x

"
.n
"
)n
"

 et une composante 

orthogonale ˆ    n
!

 :     x!

! "!
= x

"
" (x

"
.n
"
)n
"

 . La rotation sÕŽcrit : 

         x'
!"

= Rx
"

= x//

! "!
+ cos(! ) x

"

! "!
+ sin(! ) n

"
# x

"

! "!
= x//

! "!
+ cos(! ) x

"

! "!
+ sin(! ) n

"
# x

"
              (13) 

Maintenant considŽrons une rotation infinitŽsimale   ! ! 1 . On a au premier ordre : 

 x'
!"

= x
"

+ ! n
"

" x
"

 . On vŽrifie directement que cette derni•re relation peut sÕŽcrire sous forme 
matricielle (dÕapr•s les Žquations (11)) :  

                                     

 

x'

y'

z'

!

"

#
#

$

%

&
&

= (I + ' n
!
.L
"!

)

x

y

z

!

"

#
#

$

%

&
&

 

soit encore :  x'
!"

= (I + ! n
"
.L
!"

) x
"

 . 
Une rotation dÕangle quelconque !  peut •tre dŽcomposŽe en un produit de  N  rotations 
dÕangle   ! / N  et de m•me axe. On peut donc Žcrire : 

                 
   
R= (I +

!
N

n
!
. L
"!

)N
N" #$ "$ $ I + ! n

!
. L
"!

+ 1
2
! 2 (n

!
. L
"!

)2 + ... 

 
EnoncŽ de lÕexercice : 

Pour une matrice  A on dŽfinit : 
  
exp(A) =

Ap

p!p=0
!  (on suppose que  A est telle que cette 

expression a un sens) .  Montrer que, dans lÕespace euclidien ̂  3 dimensions,    exp(! n
!
.L
"!

)  est 

une rotation de centre  O dont lÕaxe est portŽ par le vecteur unitaire   n
!

 et dÕangle !  . 
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11. Expression des opŽrateurs en coordonnŽes polaires. 
 

On appelle 
  

xµ{ } = (x, y,z)  les coordonnŽes cartŽsiennes de   !
3  ,  et   

y!{ } = (r ," , ! )  les 

coordonnŽes sphŽriques dÕaxe polaire  Oz . La correspondance Žtant  donnŽe (en posant 
c = cos(! ) , s = sin(! ) , c" = cos(" ) , s" = sin(" )  ) par : x = r sc! , y = rss! , z = rc  . 

On se donne une famille de rep•res orthonormŽs locaux dont les coordonnŽes cartŽsiennes 
sont (voir rep•res mobiles chapitre 10) : 

                         

  

ur =

sc!
ss!
c

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

, u( =

cc!
cs!
) s

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

, u! =

) s!
c!
0

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

 

 
ConsidŽrons lÕaction de  Lx

 (relations (11)) sur le point de coordonnŽes   (x, y,z)  , on a :  

                       

   

Lx

r sc!

r ss!

r c

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

=r

0 0 0

0 0 ( 1

0 1 0

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

sc!

ss!

c

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

= r (( s! u)

! "!
( cc! u!

! "!
)  

 de m•me on obtient : 

                                      
   
Ly x

!
= r (c! u"

"!"
# cs! u!

" !"
) , Lz x

!
= r s u!

" !"
 

Maintenant supposons que lÕon ait une fonction des coordonnŽes polaires   f (r,! ," )  . On 

appelle 
  

e!

! "!
{ }  les vecteurs du rep•re naturel associŽs ˆ  ces derni•res coordonnŽes (chapitre 8) 

.  Une rotation infinitŽsimale sÕŽcrira : 
   
f (x +! " e"

!"
) = f (x) + ! " e"

µ #µ f  

mais 
 
e!

µ =
"xµ

"y!
 dÕo• :    

f (x + ! " e"

!"
) = f (x) +! " #" f . 

Exprimons les opŽrateurs  Lx
 , 

 
Ly et  Lz

 par rapport aux rep•res naturels : 

                 
   
Lx x

!
= ! s" e#

"!
!

c
s

c" e"

"!"
, Ly x

!
=c" e#

"!
!

c
s

s" e"

"!"
, Lz x

!
=e"

"!"
 

les opŽrateurs sÕŽcrivent donc :  

                   
  
Lx = ! s" #$ !

c
s

c" #" , Ly = c" #$ !
c
s

s" #" , Lz = #"                                 (14) 

Ces opŽrateurs vŽrifient les relations de commutation : 
  

Li ,Lj
!
"

#
$= %&i j k Lk

 . Il y a un signe 

moins par rapport ˆ  (12) qui vient de la dŽfinition adoptŽe (m•me probl•me que pour la 
relation (9)). 
 
 
12. Le groupe des rotations dans   !

3  :   SU(3)  . 
  

Ce groupe a ŽtŽ dŽfini au dŽbut de cet appendice. Les matrices agissant dans   !
3  doivent 

satisfaire des contraintes identiques ˆ  (3) o• le membre de gauche est remplacŽ par son 
conjuguŽ complexe. 
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On Žtudie dÕabord le cas des ŽlŽments du groupe voisin de lÕŽlŽment neutre, cÕest ˆ  dire le cas 
des matrices proches de la matrice unitŽ. On posera donc (en changeant i  en  k  dans (3)) : 
                                 a = 1+ i! 1 , e= 1+ i! 2 , k = 1+ i!  

et tous les autres termes de la forme :   b = ! 3 + i! 4
 , etc É  o• tous les  ! i

 sont infiniment petits 

   
! i ! 1  . Au premier ordre la contrainte sur le dŽterminant impose :  ! 1 + ! 2 + ! = 0  . 

Toujours au premier ordre, d! = ch " bk # d = " $3 + i $4  , et ainsi de suite. Donc dans le 

cas de transformations infinitŽsimales on peut Žcrire :  U = I + i ! i Ti   o• : 

         T1 =

1 0 0

0 0 0

0 0 ! 1

"

#

$
$

%

&

'
'

, T2 =

0 0 0

0 1 0

0 0 ! 1

"

#

$
$

%

&

'
'

, T3 =

0 ! i 0

i 0 0

0 0 0

"

#

$
$

%

&

'
'

 

 

          T4 =

0 1 0

1 0 0

0 0 0

!

"

#
#

$

%

&
&

, T5 =

0 0 ' i

0 0 0

i 0 0

!

"

#
#

$

%

&
&

, T6 =

0 0 1

0 0 0

1 0 0

!

"

#
#

$

%

&
&

              (15) 

 

          T7 =

0 0 0

0 0 ! i

0 i 0

"

#

$
$

%

&

'
'

, T8 =

0 0 0

0 0 1

0 1 0

"

#

$
$

%

&

'
'

 

 
Toutes ces matrices sont hermitiques. En prenant les combinaisons   T1 + T2

 et   T1 ! T2
 on 

retrouve les matrices de lÕalg•bre de Lie de   SU(3)  , ˆ un coefficients pr•s,  telles quÕelles 

apparaissent souvent en physique. Mais, ˆ  cause du fait que nous avons Žcrit  U = I + i ! i Ti
 , 

les coefficients dans les relations de commutation 
  

Ti ,Tj
!
"

#
$= C i j

k Tk
 ne sont plus rŽels. 

 
Comme pour les rotations dans lÕespace euclidien ̂  3 dimensions, il existe plusieurs fa•ons de 
paramŽtriser les matrices de   SU(3)  , nous allons esquisser celle de Kobayashi-Maskawa.  
Nous procŽderons comme pour le cas de   SO(3)  . 
 

  
U TU = 1 ! a

2
+ d

2
+ g

2
= 1 , b

2
+ e

2
+ h

2
= 1 , c

2
+ f

2
+ i

2
= 1 

  
U U T = 1 ! a

2
+ b

2
+ c

2
= 1 , d

2
+ e

2
+ f

2
= 1 , g

2
+ h

2
+ i

2
= 1 

plus les autres contraintes. 
Nous posons pour la suite : c! = cos(! ) , s! = sin(! ) , c" = cos(" ) , c# = cos(#) , ... 

La quatri•me contrainte sugg•re : 
  
a = c! ei" 1 , b = #s! c$ ei" 2 , c = #s! s$ ei" 3  

(o• les signes sont arbitraires). De m•me la premi•re contrainte sugg•re dÕŽcrire :  

  
d = s! c" ei#4 , g = s! s" ei#5 . JusquÕici nous avons introduit 3 angles et 5 phases, et il faut 

dŽterminer les termes   e, f ,h,i  . On a dÕapr•s (3) :   f
! = bg " ah , h! = cd " a f  qui est un 

syst•me de deux Žquations pour les deux inconnues   f ,h . De m•me (3) fournit : 

  i
! = ae" db , e! = ai " cg  , syst•me de deux Žquations pour le couple 

  e, i  . Donc tout est 
dŽterminŽ et une paramŽtrisation possible des matrices de   SU(3)  est : 
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U =

1 0 0

0 ei! 6 0

0 0 ei! 7

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

c( ) s( c* ) s( s*

s( c+ c( c+c* ) s+s* ei, c( c+s* + c* s+ ei,

s( s+ c( s+c* + c+s* ei, c( s+s* ) c+c* ei,

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

ei! 1 0 0

0 ei! 2 0

0 0 ei! 3

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

    (16) 

 
avec la contrainte :  ! 1 + ! 2 + ! 3 + ! 6 + ! 7 + " = # . 
 
 
13. Rudiments sur  les alg•bres complexifiŽes. 
 
Les 

  
R(! " )  ((7) et (9)) peuvent •tre considŽrŽs comme les ŽlŽments de base dÕune alg•bre sur le 

corps des rŽels (dont les coefficients sont rŽels) et dont lÕopŽration de multiplication est le 

commutateur. Nous avons rencontrŽ de tels ŽlŽments avec    ! n
!
. L
"!

  ˆ  la section 10. Dans la 
thŽorie de la reprŽsentation des groupes, les alg•bres de Lie complexifiŽes jouent un r™le 
crucial. CÕest ˆ  dire quÕau lieu de considŽrer des coefficients rŽels, on consid•re des 
coefficients complexes.  
 
Les alg•bres complexifiŽes de   SO( p,q)  ne dŽpendent pas de   ( p,q)  . 
 
Dans la relation (7) le commutateur est non nul si au moins un des indices de 

  
R(! " )  est Žgal ˆ  

un des indices de 
  
R

(! " )
 . Choisissons ! = "  . Tout autre choix est Žquivalent puisque 

  
R(! " ) = #R(" ! )  . Dans la suite nous admettrons quÕune base de lÕalg•bre rŽelle est encore une 

base de lÕalg•bre complexifiŽe. Nous dirons quÕun indice !  est du genre  p (respectivement 

 q  ) si 
 
! " " > 0  (respectivement 

 
!
""

< 0  ) . Faisons le changement de base suivant : 

                                     
  
R'(! " ) = R(! " ) , ! ," # p  

                                     
  
R'(! " ) = # R(! " ) , ! ," $ q 

                     
  
R'(! " ) = i R(! " ) , ! # p ," # q ou ! # q ," # p  

En examinant tous les cas possibles on arrive ˆ  :  
  

R'(! " ) ,R'(! # )
$
%

&
' = R'(" #)

 . Ainsi on peut re-

Žcrire la relation (7) sous la forme : 
                            

             
  

R'(! " ) ,R'(#$)
%
&

'
( = ) '! $ R'(# " ) + ) '! # R'(" $) + ) '" $ R'(! # ) + ) '" # R'($! )

 

o•  
 
! '" # = (+1, ...,+1)  , qui est lÕalg•bre de Lie de   SO( p + q)  . 

LÕalg•bre complexifiŽe de   SO( p,q)  est Ç la m•me È que celle de   SO( p + q)  . 
 
 
RŽponse ˆ lÕexercice 1. 

  
SgP = gSP g! 1  est une isomŽtrie car cÕest le produit de trois isomŽtries. 

Le plan   P' = gP , image de  P  par  g  est invariant par 
 
SgP  . En effet :   

                             
  
SgP (gP) = gSP g! 1 gP = gSP P = g P  
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Maintenant soient un point  x  et    x'  son symŽtrique par rapport ˆ    P'  . Soit  H  le projetŽ 
orthogonal de  x  sur   P'  . On a :   Hx = Hx'et  Hx  perpendiculaire ˆ    P'  . Soient   y = g! 1x  , 

  y' = SP y  et  K  le projetŽ orthogonal de  y  sur  P  . On a :   Ky = Ky'  et  Ky  perpendiculaire ˆ  

 P  .  g  est une isomŽtrie donc  H  est lÕimage de  K  par  g  car  Ky  est transformŽ dans la 
normale ˆ    P'  issue de x . De plus, lÕimage   x''  de   y'  par  g  est telle que   Hx = Hx''  , donc   x''  

et   x'  sont confondus. Or   x''  reprŽsente  
  
gSP g! 1 x = SgP x  donc : 

 
SgP  est une symŽtrie par 

rapport au plan   P'  . 
 
 
RŽponse ˆ lÕexercice 2. 
Nous allons avoir besoin du rŽsultat suivant : Si  A et  B  commutent alors :  e

A eB = eA+ B  . En 

effet :  
  
eA eB =

Ap

p!p,q
! Bq

q!
=

1
n!

Cn
p ApBn" p

p
!

n
! , n = p + q 

et si   A et  B  commutent alors :  
  
eA eB =

1
n!

( A+ B)n

n
! = eA+ B   . 

Maintenant il est Žvident que le point de coordonnŽes  (0, 0, 0)  est invariant par 

   M = exp(! n
!
.L
"!

)  . DÕautre part on a    (n
!
.L
"!

)T = ! n
!
.L
"!

 (dÕapr•s les matrices dŽfinies en (11)), 

donc 
   
M T =

1
p!p

! " p ( (n
!
.L
"!

)p)T =
1
p!p

! (#1)p" p(n
!
.L
"!

)p = exp(#" n
!
.L
"!

)  

Et donc  M
T M = I  , qui montre que  M  est une rotation. 

En utilisant les relations (11) on vŽrifie directement que :    (n
i .Li )n

!
= 0 et donc la direction   n

!
 

est invariante par  M  . 
Il reste ˆ  montrer que lÕangle de rotation est !  . Pour cela on peut procŽder de deux fa•ons. 
 
Premi•re mani•re : 

On dŽfinit un vecteur unitaire   u
!

 perpendiculaire ˆ   n
!

 , on choisit de mani•re arbitraire :  

                       u
!

= (nx nz / n! , ny nz / n! , " n! ) , n! = (nx)2 + (ny)2  

enfin on compl•te par un troisi•me vecteur   v
!

= n
!

! u
!

 pour former une base orthonormŽe 

    (n
!
, u
!
, v
!
) : 

                                              v
!

= (! ny / n" , nx / n" , 0)  
On vŽrifie directement que : 

                               (n
!
.L
"!

) n
!

= 0 , (n
!
.L
"!

) u
!

= v
!

, (n
!
.L
"!

) v
!

= ! u
!

 

Tout vecteur   V
!"

 peut sÕŽcrire   V
!"

= ! n

"
+ " u

"
+ # v

"
 . Avec    A = n

!
.L
"!

 :   

                             A
2p u

!
= ! (! 1)p u

!
, A2p v

!
= ! (! 1)p v

!
, n

!
" v

!
= ! u

!
 

 on vŽrifie facilement que : 

                                       M V
!"

= ! n
"

+ cos(" ) V#

! "!
+ sin(" ) n

"
$ V#

! "!
 

 
Deuxi•me mani•re : 
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 On effectue une rotation qui am•ne le vecteur   n
!

 sur lÕaxe  Oz . Soient   ( X,Y,Z)  les 

coordonnŽes dans un rep•re dont lÕaxe  OZ  est donnŽ par   n
!

 , et soit  R la matrice de rotation 
qui fait passer de ces coordonnŽes aux coordonnŽes   (x, y,z)  : 

                          

  

x

y

z

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&

= R

X

Y

Z

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&

, M

x

y

z

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&

= R(R' 1M R)

X

Y

Z

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&

 

      
  
R! 1M R= R! 1eAR=

1
p!

R! 1ApR
p

" =
1
p!

(R! 1AR
p

" )p
= eA' , A' = R! 1AR 

Maintenant soit    (u
!
, v
!
,n
!
)  la base de vecteurs dŽfinie prŽcŽdemment. La matrice de passage  R 

sÕŽcrit : 

                            

  

R=

ux vx nx

uy vy ny

uz vz nz

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&

, R' 1 =

ux uy uz

vx vy vz

nx ny nz

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&

 

En faisant le calcul explicitement on obtient :   A' ! " LZ
 . Dans les coordonnŽes   ( X,Y,Z)  , 

on vŽrifie immŽdiatement en explicitant  e
! LZ  que lÕon a bien une rotation dÕangle !  autour 

de   n
!

 . 
 


