Appendice A : Les rotations.

1. Rappeéls.

Dans cette patie nousdZAselopponscertaines p[opﬁﬂis du groupedes rotationset utilisons
cet exemple pourintroduire des notionsplus ghzales telles quel @space des parametres d@in
groupe lesagebres deLierzeles ou complexifiZes, les reprZsentationsd@n groupe

Au chapitre 2 nousavonsintrodutt |es rotationscomme les isomAriesde ! " quilaissent
|@riginedes coordonnZs invariante et qui prZservent |@rientation. Danstoute la suite, et

comme dansladiscussion du chapitre 2, ! "est muni d@nemzrique ! . ,diagonde”

coeficients+1l. NousavonsZabli lacontainte:
R. " P R; - uu$ (1@

N7
Pour R', congdZZcomme unematrice, lesindces supZieurs reprZsentent les lignes et les
indices infZrieurs les colonnes. La condition prZcZdente se re-Zcrit

RY =#°R%#,, (1b)

soit sousforme matricielle:

R! 1 —n RT n (1C)
o lesymbole T dzignelatrangostion. N
Dansle cas d@in espace eudidien cela veut dire que la matrice inverse d@nematrice de

rotation est |la matrice derotation trangposZe. La contrainte (1) implique‘det( R)‘ =1.

NousavonsZgadement vu queles rotationsforment un sousgroupede O(p,q) appdZ SO(p,0),
0* p et g sontrespectivement le nombre determes designepluset designemoinsdela

marique’ . , .
Ceci se gZhZalise au cas des espaces vectoriels complexes discutZ” lafin du chapitre 2. La
relation (1c¢) devient :
R'="R"" (1d)
o+ le symbole + dZignele conjuguZhemitique(trangpostion plus conjugason complexe).

2. Nombre de parametres pour SO(p,q) :

Lamatrice R ~ codficients rZels posede n* termes a priori indZpendants. Les diff Zrentes
expressions(1) scriventauss : R/ R'/ =1 . Letrangpo<Z de cette Zquaion est
I RI RT=1(car! " =), et puisque! > =1 , onaen multipliant chaguemembre " droite et "
gauchepa !

/¢ RIRHI =11 " RIRI=1
qui est |&quaion dedzpart. Lacontrainte est doncinvaiante par trangpostion. Elle
reprZsente doncpour chagquedZment delarelation matricielle n(n+1) / 2 contraintes (la

diagonde et le triangle supngur droit).
LenombrededegrZdelibertZ, c@st ™ direle nombre de paametresde SQ(p,q) est donc:
n(n! 1)/2 2



3. Nombre de parametres dans le cascomplexe.

Nouspouvonsreprendre |a section prZcZdente et |@dapter directementaucasde ! " . Il est
coutumier d@ppder U lamatrice derotation dansle cas complexe au lieu de R . Lamatrice

U " codficients complexes posede 2n? cogficients rZels a priori indZpendants. Le meme
raisonnanent queprZcZdemment montreque U ! U*! =1 est identique™ son conjuguZ
hermitique ce qui reprZsente n® relations Le nombre de paametresrZels est doncn’ . Si on
impose lacontrainte det(U) =1 le nombre deparametresrZelsest n°! 1.

Soit /', ,=(+1...,+1) , onappdle U (n) le groupedes matrices complexes™ n dimensons
tellesqueU U =1 , et SU(n) le sousgroupedes matrices de dzerminant unitZ SU(2) a3
paametresrZelset SU(3) en a8, etc.

4. L @xemple de SU(2).

Par dZinition U est unematrice agissant sur |@space vectoriel ! > muni d@inemzrique
I ,=(+L+]) ,etdoncdelaforme:

la b$
#o d&
LescontraintessU'' =" U*" et det(U) =1 fournissent: a=d' , c="b etdonc:
det(U) = aa' +bb =1, soit en passant aux composantes rZelles a=x+iy , b=r +is :
X*+y?+ri+s=1
qui est IJquaion dinespheredans ! *. L@space des parametres de SU(2) est lasphere S°
qui est bien unespace” 3 dimendonsconformZment ™ ce qui a 2Zdit plus haut.

Digression: Repr?sentatiorlpgr des quaernions
Les quaernionssont unegzhzalisation des nonbres complexes. Ils forment un corpsnon
commutatif et onles Zerit souslaforme: g=x'+ix* + jx3+kx* , x,x3x3,x*1 |
Lesregles demultiplication sontdonns par latable suivante :
1 j k

1 1 i j k

PP "1 k"

[ S
k k ot

On dinit le quaernion conjuguZpar : g=x"! ix2! jx*! kx* , et sonmodule par
E]q:xlx1+x2x2+x3x3+x4x4

#
Les matricesde SU(2) sontdelaforme % a

&
) b avec aa +bb =1.
TR



Pooonsa=x"+ix*, b=x3+ix* , et assodons” cette matrice le quaernion

g=x'+ix?+ jx*+kx* demoduel.On peutvZifier explicitement quele produit de deux
matrices de SU(2) est reprZsentZ par le produit des quaernionsassodzs. Les quaernionsde
module 1 fournissent unereprZsentation du groupe SU(2) .

5. L@xemple de SO(3).

On peut essayer d@border le probleme le plus directement possible en Zerivant unematrice de
rotation souslaforme:

'la b c$
M :ﬁd e f&
#g h 4
dorslacondiion M = M'* sQrit :
la d g% lei( hf ch(bi bf(ec$
b e h&:llﬁfg( di ai(cg od(af 3)
#co f i§b #dh( eg bg( ah aeg( db§
oe:! =a(e" hf)" d(bi" hc)+ g (bf " ec) =1 est ledZerminant deM .
On peut Zgdement Zcrire la condition (1) souslaforme::
MTM=11 a’+d*+g°=1, g°+h*+i’=1, A+ f?+i’=1 , e
Pour satisfaire lapremiere deces deux contrainteson va Zcrire
g=sn(’) , a=cogq’/)cog"”) , d=coq! )sn(")
L @dze Zant deretrouve lamatrice identitZlorsque tousles paramstres sont nuls.
Danslasuiteon Zrit: ¢, =cog/ ),s. =sin("), etc
Lasecondecontrainte est satisfaites onpos: h=c s, , i=c c,, enfinenutlisant:
h=cd! af etc*+ f?+i®=1,onobtient c=s s #ccs et f=!cs,! sc,s .
Enfin c=dh! eg founit e et f =bg! ah donneb . On arrive”™ desmatricesde SQ(3) de
laforme:
% c. #(cs +Css)  ss#ccs (

&S C S C Cs )
Cette fas on de paramZrer permet deretrouve les gzhZateurs habituds deSQ3) (voir plus
loin) . Par exemple:

'C,S, C.C, #5585 #(c,S s. +s,C. ):

& 0 %)
r="=0, gt 18 m=1+#fo 0 o
El 0 0%

qui reprZsente unerotation autour del@xe Oy dansle sensindirect.
LedomainededZinitiondesangles ! , ", # est apriori #0,2! § , mais on peut obtenir
chaguematrice derotation de deux manieres diff Zentes : ayant chois / on peut choisir !



puis ! . Maisonobtientlameme matriceavec: ! " #,$+! ,%t+! . Cette reprZsentation
n@st doncpas bijective, ondit qu@le n@st pasfidele. On peutimposer ¢, >0 , et alorsla

premiere colonnedzZermine ! uniquement. Onadonc ! " %f %a(c .t "W, 2$$ .
)
Posons: x' =s ,S3C, —sasﬁs : —sacﬁ , x*=c

Alors (xX')?+()?+ () +(x*)?=1 , x,x*, ! € 1+1% , x*' 0 qui reprZsenteune
moitiZdelasphere S° .

Uneautre fason de comprendre qud est |@space des parametres, est dedZinir larotation par
ladirection (/, ") desonaxeet par sonangle ! ([! ", "]).Onpase:

/ / / | 2

x'=—cos# , x*=—sn#cos$ , x’=—dn#sn$ , x'=,/1%

quivZifientauss : (x')*+(¢*)*+ () +(x*)*=1 , X, X, € 1L+1% , x*' 0
On vZifie aisZment quecette reprZsentation est fidele. En effet pourun quadruplet

(x}, %2, %3, x*) fixZonadeux posibilitzs (! ,",#) ou (! " ,#! $, %+ #) . Mais ces deux

possibilitZs reprZsentent lameme rotation, car la secondea son axe dirigZdansle sensoppo&
delapremiere, mais se fait dansl@utre sens

L @space des parametres de SQ(3) est unemoitiZdelasphereS®, avec les points oppogs de
|&quaeur (x* =0) identifiZs,

6. Sous espaces invariants. Vecteurs et valeurs propres.

L @xemple smple d@inerotation dansle 2-plan euclidien montre quetout ou patie des
valeurs propres dnematrice derotation est complexe, et que par consZquent, les vecteurs
propres assod Zs sont Zga ement complexes. Noussommes doncamenzs ™~ condgdzer le
produit hermitien (section 2.11), le cas rZel n@Gant qu@n cas particulier.

NotonsdZ” que puisque R estrZel, s ! est valeur propre, alors ! " 1@st aussi. En effet
det(R! "1)=0 # (de(R! "I))$=det(R$! "$1) = det(R! "*1)=0

Soientdeuxvecteursqudconquesk et y de R" , par dZinition les rotationsconservent les
produits scalaires, donc: (Ry, RX) =(Y,X) .

Doncs x est unvecteur propre de R avec lavaleur propre ! et y est vecteur propre avec
lavaleur propre I, ona:

(RLR) =1, 1L, () =(y.x) # (1, 1, $D(y,x)=0

S y=xet(x,x)! 0 cdlaentrane: ! !,

, !, =1letdonc/ =€ ,ets ! ! #1$0 dors
(y,x)=0.



Si ! estvaeur propredeR , ! est solution del@quaion caractZistique det(R! “1)=0 . Si
I'"0,1/! estvaeurproprede R, car pou unematrice qudconqueM , s y est vecteur

propre avec lavaleur propre! " 0 , alors y est vecteur proprede M'* avec lavaleur propre
1/!: My=ly (!"0 # M%"My=!/M%y # le= M3ty |
Doncd@pres (1) ona: .
det(/ R/ " 1/ #)=det(! (R 1/#)! )=det(R'" 1 /#)
=det((R" 1 /#)")=det(R" 1/#)=0
etdongpou !/ " 0,1/! estvaeurpropredeRr .

Par consZquent les valeurs propres vont par pares.

On alasituaion suivante :

Si ladimenson del@space est impaire, il existe unevaeur propre Zgde” 1 et, danslecas” 3
dimensions le vecteur propre assod Z reprZsente |@xe derotation. Les autres valeurs propres
alant par pares (€' ,e”) ou(!,1/1) s ! rzd.

Si ladimenson del@space est pare, toutes les vaeurs propres et leur vecteurs propres
assod Zs vont par pares.

Danstousles cas les vecteurs propres d@n couple sont orthogonaix aux vecteurs propres
d@n autre couple (au sensdu produit hermitien).

Dansle cas devaleurs propres complexesona:
Soit \'/l :ﬁ1+iu2 le vecteur proprede R assodZ” lavaleur propre! =€ = u+i#.
\'/'2 = ﬁl! iijz est le vecteur propreassodZ” ! =€ = u#i% (car R estrZelle) . Cela
s(xcrit : : ; ;

Ru=pu! "y, Ru,="u+uy, o
avec u=cogq!) , "=dn(!) , cesysteme reprZsente unerotation dansle 2-plan (Lll,ﬂz) .

ConsdZonsmaintenant le cas des valeurs propresrZelles, et appdons!  le vecteur propre
assodZ” ! et v, celuiassodZ” 1/! . Onapa dZinition desrotations:
(Rv,Rv)=(v,v) ! ("*#1)(v,v)=0
Doncs / " 1, v, est unvecteur nul, et dememe pour v, . Posons(des vecteurs sont sous
entendus bien queles symboles ne soient pas utilisz) :
t=(v,+v,)/2 , x=(v!Vv,)/2

soit: v, =t+x , Vv,=t! X
Onaadors:

Rt=2(/v,+v,/1)=2(t(! +1/1)+x(! " 1/1))

Rx=2(!v," v, [ I)=Z(x(! +1/1)+t(! " 1/1))
maintenant posons: ch(y) = (! +1/!) (celaest toujourspossiblecar 2(/ +1//)" 1 qud
quesoit! ) d@e : sh(y) = +2(/ " 1/1) etlatrandormation devient :



't$ !ch(y) sh(y)$!'t$
8 #sn(y) ch(y)%# &

qui est encore unerotation dansle 2-plan ( 3 2)

7. DZcompostion des rotations en produit de symzries par rapport ~ des plans.

Soit, dans' ",un(n! 1) plan P passant pal@rlglneO etperpendlculalreauvecteur a
(tel que‘ " 0 ), et soit unvecteurx. Leme'trlquedex pa rappoit” ceplanest le

Vecteur :

y=x! 2(x.a)ai‘2 4

cars x est perpendiculaire” a cfest‘ dire x est dansle plan, alors x reste lui meme
comme attendu, et s x est paalele” a , alors x changedesgne _

Cette trandormation est unelsomZtrle car soit unsecondvecteur u, et v son tranformZ par
(4), onvzifie dlrectementquev.y u.x .

Pwsquelame‘trle pa rapport~ unplan est uneisomarie, unedroite (unegZodbque est
trans‘ormZe en unegzbdAiqueet un plan en un plan. En effet soit unpoint M d@nplan Q

et soit N le vecteur nomal au plan en ce point. Q peut «tre dZini par I@nsemble des droites

passant par M et perpendiculaires” n. LasymArie par rappott au plan Zant uneisomdrie,
ces droites seront trandormzZes en des droites passant par I@magede M et perpendiculaires”

|@magede n , dFinissant un planimagede Q .

LasymZrie par rappott > unplan est unetrangormation dedZerminant ! 1 . En effet soient

n vecteursV, , 1"i" n dfinissantunvolumeV =det(V')=", | V,*..V " .Dansune
trandormation qudconque A ona: V'=det(A)V . Nouspouvonsprendre n! 1 vecteurs

dansleplan P et le dernier vecteur selon a. Danslasymzrie, seul le dernier changede
signe doncle volume changedesigne, et doncde(A)="!1.

LasymZrie par rappott > unplan fait doncpatie de O(p,q) mais pasde SQ(p,q) .
Maintenant consieronsunesecondew_erie pa rappoit” un (n! 1) plan Q passant par

|@rigine et perpendiculaire au vecteur b | et appliquonssuccessivement |es deux symaries,
Appdons § et S, respectivement ces deux symaries. Soit un vecteur x perpendiculaire au

2-plan dZini par ab , pa S cevecteur reste lui meme et auss pa' S, et donc x reste
inchangZ cfest‘ dire quele sousespace compIZmentaireau 2-plan a b est invariant pa

S S . S| x est dansle 2- plan dZini pa a, b son transformZ par S S |@st encore, car soit
x—' a+ b larelation (4) monlrequeSlx est dansle 2-plan (x a) doncest enooredansle

pIana b et dememe pourladeuxis me symarie. Le produit S, § laisse doncle 2-plan a b



invariant, mais x subit unerotation dansce 2-plan. Unefas on dele comprendre est d@bord
deremarque quele point O qui appatient”™ IOntersection des deux plansest invariant.

D@utre pat s onappdle z= SSx, ontrouve pa le calcul direct :

1 20
' (ab) %
Z.X= |1+2
$ a b2

1l !
En posant z.x =

2

1
x| coq!) (ou‘ ‘ ch(’) selonque (a b) est infZrieur ou supZieur ~ a?b?)

), I@ngle derotation ! est deux fois|@ngle entre a et b .

Ces proan‘tZs le rZsultat del@xercice qui suit, et ladiscussion delasection prZcZdente
montre qu@nerotation peut «tre dZcomposZe en un produit de symzZries par rappott ™ des
(n! 1) plans en nombre pair.

Exercice 1.
Soit S, la symzrie par rappott ~ unplan P et soit g uneisomArie qudcongque Montrer que

gS,g'! est encore unesymarie pa rappat ” un plan.

8. Remarques complZmentaires sur la symzrie par rapport ~ desplans.
Latransormation (4) sGcrit sousforme matricielle::
. .. _aa
y:HX ) H,:#,$2—2
LT 3
H est unematrice symarique H = H' | et deplus puisquelasymarie appliquZ "~ elle

meme donnel@entitZ ona: H2=1 — H™*=H =H". Lamatrice H est symAriqueet
orthogonae.

" A%

Dans|e cas complexe on poerait: H', = ‘ ‘
al

onvzifieimmZdiatementque H* = | etqueH" =H , etdoncque H est, ” lafois,

hermitiqueet unitaire. H est appdZe Cmatrice de Householder E et est utilisZe pourintroduire

des zZrosdansles matrices. En effet unematrice n@st qu@n tableau danslequd chague

colonnepeut tre consgdZrZe comme un vecteur. En choisissant correctement le plan de
symarie, on peut trangormer un vecteur en un autre vecteur arbitraire dememe module.

D@preslaformule (4), le vecteur a est propationné ~ x| y doncconnudes quel®@na
choisi le vecteur find (pourvZrification, remplacer a par x! y danslaformula(4) et se

Lo

rappder que x| = A —{V'l'} la premiere colonned@nematrice,

on peut latrandormer en Wl :{ ‘vl‘ ,0, O} , c@st ~ dire quela premiere colonnedela

matrice tranformZe gfauraquedes zZrossousladiagonde prindpde. Pour laseconde 5
colonnelameme op4ation est faite dansle sousespace”™ n! 1 dimensonsdes coordonn£s
(/. =23..,n), c@st " dire qui laisse invariant la premiere coordonnz. Ce processus peut
etre continuZ par unesuccession detransormation de Householder jusqu® Zerire unematrice



A souslaforme: A=UT, oc U est unematrice unitaire (produt de matrices de
Householder) et T est unematrice triangulaire supZieure droite.

9. RotationsinfinitZsmales.

ConddZonslatranformation: x* =x" +"' x* | ‘ 'f#‘! 1. (59
Ici le parametreinfinitZsimal ! # n@rien” voir avec la conneion du transport parallele.
LOnverse est au premier ordre x' = x" " #' x** . Lacontrainte (1) impliqueen restant au

premier ordre, et en Zerivant !, , =8, ./ ¥

% # "
1.,=$!, (5b)
NousZcrirons ! les parametres delarotation lorsque | es indices ont 2Z ordonn2. Par

&)
exemple |@nsembledes ! ., confient ! , maispas/ ,, pourZiter lesdoubles comptages
dansles sommes. Ces parametres sontau nombre de C? (toutes les pares d@ndices comptzZes
qu@neseule fois) soit n(n! 1)/ 2 conformZment” (2).
Maintenant consdZonsunefondion qudconquedes coordonns f (x) , suffisamment
dZivable. L&ction dinerotation scrit :

FOx) f)=""9(x,%! x,%)f , "**=&""
soit encore : FOO! F)="""R,, f (6)
0+ nousavonsintroduit les n(n! 1)/ 2 opZateurs: R, :(x,,#f %X, #f)&g. Cette

expression donnedirectement les champs de vecteur assod Zs aux rotations(section 6.6).
On vZifie directement queles R, ., satisfont les relationsde commutation :

%! ) ’R(#$)I( :)!$ R(#") +)!# R("$) +) "$ R(! #) +) " R($!) (7)

Les R, ., condituent |@lgebre de Lie du groupedes rotations

Si, au lieu desimplesfondions on q\/ai'gconsierZun champ devecteurs, pa exemple, il
aurait fallu introdure lanoton dedZivZe deLie (voir chgpitre 6) .

Pour un champ devecteurs V' (x), onapar (2.2) et (53) : V" (x)" V' (x) =#' V*(x).
DZinissons: (LV) =V (x)" V' (x)
(LV)" =Vv" x)" V" (X" +Vv" (x"H" & x)=" #$V Yo + %"_&V&(X)
et en restant au premier ordre :
(LV) =""(%&, (x%), )V =""2(%&. ( %&. ( %R,V
Ecrivons: (LV)' =" " (Lo V) =" " ((L,5)5& " sRus) V" 00 :

L,y =%e, 9, ®



Puisque L' nedzpend pasde x, L'(_, ., & R,., commutent. On vZifie directement que L,

et I_'(, " satisfontlesrelations(7), au signepres:

0 L
ét(! ") ’L(#$)( =) *! $ L(#") ) *! # I‘("$) ) *"$ L(! #) ) *"# RL($!) 9)
L e changement de signevient dela dZinition adopZe pour L .

Enfait L, ., admet unereprZsentation matricielle trs simple. Dans|@xpression (8) IGndice
! estceluidelaligne et ! celui delacolonne Alors L, ., est unematrice donttousles

AZments sontdes zZrossauf celui situZ” laligne! etlacolonne! quivaut! ., et son

trangpoZquivaut ! ", . L .. nefait quetraduire” |@ide de composantes |@quaion (1)

## ()
lorsque R agit sur les coordonns .

Pour des rotationsinfinitZsimales, Zcrivonsformellement :
R=1+/09X (109

(" #)

0* X, ., estun opZateur qui agit sur unefondion scalaire (X(, HH#R, .,)) Ou surunchamp

devecteurs( X, ., # L, .,)) , ousur uneforme diff Zrentielle (chapitre 6).

)
Ona: RI R =(1+" "X A (1+" X 1) =1, qudsquesoient les parametres,

donc: X,y +#X, ., #=0 (10b)

Les X, ., sontdes 2Zments del@igsbre deLie dugroupe desrotations

Les L'(_, N condituent unereprZsentation del@lgebre deLie du groupedes rotationsdansla

reprZsentation dite fondamentale. Si on consdere les opZateurs R de (1) comme des objets
abgraits, aind queles R=1+! " X, ci dessus lefait deles Zrire sousforme de

matrices conditue unereprzZsentation. Plus prZcisZment et plus gzhzZaement:

Soit A unealgebre suruncorps K et soit E unespace vectoriel sur lememe corps K , soit
L(E) I@nsemble deshomomorphismesde E! E (endonorphismes).

On appdle reprZsentation linZaire ! del@lgebre A sur unespace vectoriel E |
|omomorphisme de A dans L(E) selonleschZna:

E
L A" LE)  # XU E " #a)x
a !I'(a) E

UnedZinition identiques@ppliqueaux groupes : UnereprZsentation dedimenson d d@n
groupeG est un homomorphisme de ce groupedans|@nsembles des matrices d ! d (non
singulieres) dontl®@pzation de multiplication est |la multiplication ordinare des matrices. On
dit auss queles matrices elles memes condituent la reprZsentation.

Il existe unlien naturel entre lareprZsentation dedimenson d d@ngroupeet la
reprZsentation de me me dimenson deson algebre de Lie, bien quenousne dA/eloppeonspas
ce sujet. LarZZrence [Comwell] traite ces sujets tresimportants en dZail.



10. Rotations infinitZimales dans le casde |@space euclidien ~ 3 dimensions.

On se donnedes coordonns cartZsiennes par rappott > unrepere orthonamZ (Oxyz) .
Unerotation infinitZsmale autour del@xe Oz , d@nge ! ! 1, agit sur les coordonn#s par
(comparer ~ (10)) :
$0 #1 O
Ry ! R=1+"L=1+"% o o (12)

gboof

dememe, |es rotationsinfinitZsimales autour des axes Ox et Oy s@criront respectivement :

$0 0 0 $0 0 1

— n — n n "&
Ryy! R=1+"L=1+"% 0 #) |, R,21R=1+"L=1+"% 0 0
% 1 o% S1 o o}

On vZifie directement que: WL E=%, L (12)

Tk Tk
C@st ce quedit laformule (7) malgrZles apparences. Clest en gzhal souslaforme (12)
guesont connues les relationsde commutation del@Igebre deLie du groupeSQ(3) .

Exercice 2.

ConddZonsunerotation decentre O , dans! ® , dort |@Gxe est portZ par le vecteur unitaire
n etd@ngle! . Pour exprimer cette rotation appliqu& "~ un vecteur x d®rigine O , on
dZcompose cevecteuren unecomposante parallele” n: $<.,, =(x.n)n et unecomposante

orthogonehe n: x =x" (x n)n . Larotation s@crit
X'= RX = x,,+cos(a))x +sm(a))n/\x —x,,+cos(a))x +39n(@) nAx (13
Maintenant consdZonsunerotationinfinitZsmale / | 1.0On aau premier ordre :

X'=x+! n" x .On vZifie directement quecette derniere relation peut siicrire sousforme
matricielle (d@presles Zquaions(11)) :

Ix'$ | X$
I& I

#y (1+' n.L)EyS
2% " 2%

soit encore : ;<':(| +1/ n.i_)x .
Unerotation d@ngle qudconque’ peut «tre dZcomposZe en un produit de N rotations

d@ngle / / N et dememe axe. On peut doncZcrire :
P F r

R=(|+"Nn.L)N $$F 1+ nL+2(nL)+.

EnonZdel®@xercice:

p
Pour unematrice A ondZinit : exp(A) = | il (onsuppo® que A est telle quecette
p=0 p

expressonaunsens . Montrer que dansl@space eudidien ™ 3 dimendons exp(/ nL) est

unerotation decentre O dontl®xe est portZ par le vecteur unitaire n et d@ngle !
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11. Expression des opZr ateur s en coordonnZes polair es.
On appdle{x“} =(x,Y,2) lescoordonns cartZsiennesde ! ° , et { y’} =(r,". 1) les

coordonn#s sphZiques d@xe polaire Oz . Lacorrespondance Zant donnz£ (en posant
c=coy’),s=sn(),c. =cog"),s =9n(") )pa: X=rsc, , y=rss , Zz=rc.

On se donneunefamille dereperes orthonomZs locaux dontles coordonn#s cartZsiennes
sont (voir reperes mobiles chapitre 10) :

® [ [%

u =| ss , W =|CSs , U =l C
r [% 0 [% % [%
c -S 0

ConddzonslGctionde L (relations(11)) sur le point de coordonns (x,y,2) , ona:
"rsc % "0 0 0%SC% . :
$ ' g ‘e I 1
Lgrss: =rg0 0 (Lgss: =r((su(ccu)
$rcg §0 1 0&ficg
dememe onobtient : : : : : :
Lyx:r(c_, u#csu) , Lx=rsuy
Maintenant suppo®ns quel®n ait unefondion des coordonns polaires £(»,/,") . On

appdle { e } les vecteurs du repere naturel assodZs” ces dernieres coordonns (chapitre 8)

. UnerotationinfinitZsimale scrira : f(x+!"é,,):f(x)+!" el# f
T

mais &= —— d@e: f(x+/'e)= fO)+! #.T.
'y

Exprimonsles opZateurs L, . L, et L, parrapport aux reperes naurels:
! II! C lll! ! II! C III! ! III!
Lx=!se!-ce , Lx=cel-se , Lx=e
S Y S

les opZateurs s&crivent donc:

4

L=l s#! gc,,#,, L =c#,! gs,#,, L L=# (14)

Ces opZateurs vZrifient les relationsde commutation : L, LJ§: %%, L, - Ilyaunsigne

moinspa rappott ~ (12) qui vient deladZinition adop®e (meme probleme quepourla
relation (9)).
12.Legroupedesrotationsdans ! ® : SU(3) .

Ce groupea AZ dZini au dzbut de cet appendice. Les matrices agissant dans ! * doivent
satisfaire des contraintes identiques ™ (3) o le membre de gauche est remplacZ par son
conjuguZcomplexe.
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On Zudie d@bord le cas des 2Zments du groupevoisin de|@Zment neutre, c@st ~ direle cas
des matrices proches delamatrice unitZ On poseradonc(en changeant i en k dans(3)) :

a=1+i!/ , e=1+i/,, k=1+i!
et tousles autrestermes delaforme: b="/_+i/, ,etcE o tousles ! sontinfiniment petits
‘!i‘! 1 . Au premier ordre la contrainte sur le dzerminantimpose: / +/,+/ =0 .
Toujoursau premier ordre, d' =ch" bk # d="$+i$, , etaind desuite. Donc dansle
cas detrandormationsinfinitZsmaleson peut Zcrire: U =1+i!'T. oe:

"1 0 0% "0 0 0% "0 1i 0y
lego o0 Tzzgo 1 0 T3:%i 00
# 0 11& #0 0 118 #0 0 0&
10 1 0% 10 0 'i$ 10 0 1%
T=f1oof . T=foo 0% ., T=% 0 of (15
"0 0 0% "i 0 0% "1 0 0%
"0 0 0% "0 0 0%
=P ot . T=o01
#0 i 0& #0 1 0&

Toutes ces matrices sont hermitiques. En prenant les combinaisons T +T, e T ! T, on
retrouveles matrices del@lgebre deLie de SU(3) , ~ uncoefficients pres, telles qu@les

appaaissent souvent en physque Mais, ~ cause du fait quenousavonsZerit U = | +i !"I'i ,

les codfficients dansles relationsde commutation .'.'I'i ,Tj§: Cikj T, nesontplusrZzels.

Comme pourles rotationsdans|@space eudidien ~ 3 dimensons il existe pluseurs fasonsde
paramariser les matrices de SU(3) , nousallonsesquisser celle de Kobayashi-Maskawa.

NousprocZderonscomme pourle cas de SQ(3) .

Uru =1t [ [ +fof =1, o [ [ =1, |1 i =

DUT=1 [l = [ e =1 [gf R [ =2

plusles autres contraintes.

Nousposnspourlasuite: ¢, =cog’ ),s =sn(’),c. =coq"), c, = cog#), ...
Laquarieme contraintesuggere: a=c, € *, b=#s c,€ 2, c=#s s€

(o* les sSignes sont arbitraires). De meme la premiere contrainte suggere d@crire :

d=s c. €%, g=5 s €. Jugulxi nousavonsintroduit 3 angles et 5 phases, et il faut
dZermine lestermes g, f,h,i . Onad@pres(3): f' =bg" ah , h'=cd" af quiestun
systeme de deux Zquationspourles deux inconnue f,h . De meme (3) foumit :

i' —ae" db , € =ai" cg , syst*me dedeux Zquaionspourle couple ei . Donctout est
dZerminZet uneparamarisation possible des matrices de SU(3) est :
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"1 0 0% ¢ )s.c. )ss. W 0 0%

il ! $ ; f i
U :go ¢ 0.gs¢C CCC)SS€E cCs +cse % 0 €2 0+ (16)
$0 0 e””&ﬁs( s, cscC +cs€ css)ccé &i 0 0 €'y

inte: | +!_+!_+1 +]_ +"-=
aveclacontainte: ! +!/ +! +! +! +"=#.

13. Rudiments sur les algebres complexifiZes.

Les R, ., ((7) et (9)) peuvent «tre consdzZs comme les AZments de base d@nealgebre sur le

corpsdes rZels (dontles coeficients sont rZels) et dontl@pZation de multiplication et le
commutateur. NousavonsrencontrZ detels AZmentsavec ! n.L " lasection 10. Dansla

thZorie dela reprZsentation des groupes, les algebres de Lie complexifiZes jouent unr™g
crudal. C@st ” dire qu@u lieu deconsdZer des coefficientsrZels, on consdere des
coefficients complexes.

L es algebres complexifiZes de SQ(p,q) neddendent pasde (p,q) .

Danslareation (7) le commutateur est nonnul s au moinsun des indices de R, ., et Zgd ®
undesindices de R, - Choisissons! =" . Toutautre choix est Zquivalent puisque

R, ., =#R.,, . Danslasuite nousadmettronsquinebase del@lg-bre rZelle est encore une
base del@Igebre complexifiZe. Nousdironsquinindice !/ est dugenre p (respectivement
q)s /.. >0 (respectivement . <0 ). Faisonsle changement debase suivant

Ruy=Rim » 17 #D
Ryn=#R,y o 1730
R'(_,,,):iRU,,) , I #p,"#q ou ! #q,"#p
En examinant tousles cas possibleson arrive ™ : @5'(! Ry &= R, . Aing onpeutre-

Zerire larelation (7) souslaforme:

%I(! ") ’R'(#$)'( =) '! $ RI(#") +) I! # RI("$)+) I"$ RI(! #)+) "'# RI($!)
o /' ,=(+1...,+1) ,quiest|@g-bredeLiede SQ(p+q) .
L @lgebre complexifiZe de SQ(p,q) est Clameme Equecellede SQ(p+q) .

RZponse” I@xercice 1.
S,»=9S,9'" est uneisomArie car cl@st le produit detrois isomAries.

Leplan P'=gP ,imagede P pa g est invaiant pa Sy - En effet :
S-(gP)=9gS,g''gP=gS,P=gP
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Maintenant soient un point x et x' son symariquepa rappott > P' . Soit H le projetZ
orthogon&de x sur P' .Ona: Hx=Hx'et Hx perpendiculaire” P' . Soient y=g''x
y'=SyeKle projetZorthogonade y sur P . Ona: Ky = Ky' et Ky perpendiculaire”
P . g est uneisomariedonc H est I®magede K par g car Ky est tranformZdansla

nomae” P' issuedex. Deplus I@mage x" de y' pa g esttelleque Hx = Hx" , donc x

et x' sontconfondus Or X" reprZsente gSPg”x: Spp X donc: S, est unesymarie par
rappott au plan P' .

RZponse” I@xercice 2.
Nousallonsavoir besoin durZsultat suivant: Si A et B commutent alors: e*e® = e*® . En
AP B 1 .
effet: e*e’ =1 —I—I:! —|! CPAPB"P |, n=p+q
pag P O n M p

. 1 .
ets A et B commutentaors: e*e® =1 —(A+ B)" =e™®
n

Mamtenantll est Avident quele pomtdecoordoanes (0,0,0) estinvariant par

M =exp(! n. L) D@uitre pat ona(n L) =1n.L (d@pres les matrices dZinies en (11)),
1 I 1
donc M’ =1 L. P((n.L)?)" =1 —(#1)"" P(n.L)? =exp#" n.L)
p p p p
EtdoncM™M =1 , quimontreque M est unerotation. _ :
En utilisant lesrelations(11) on vZifie directement que: (n' .L,)n=0 et doncladirection n

estinvaiantepa M . 5
Il reste” montrer quel@nglederotationest ! . Pour celaon peut procZder dedeux fasons

Premiere maniere: _ _
On dZ‘initur]vecteurunitairet.J perpendiculaire” n , on choisit demaniere arbitraire :
ﬁ:(nxnzln] ,n*/n " n) o, n =4(n)?+(nY)?
enfin on complete par untroisieme vecteur v=n!u pourformer unebase orthonomze
(n, U, V) :
\'/:(! n’/n ,n*/n ,0)
On vZifie directement que: S
n.Uyn=0 , (LDu=v , (n L)v—'u
ToutvecteurV peutsﬁcrireile n+" u+#v Avec A n. L
APu=1(11)°u , APv=I(IT)Pv , n"v=!u
onerlflefacnementque
MV =! n+cos(”)V +sm(”)n$V

Deuxieme maniere :
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On effectue unerotation qui amenele vecteur n surl@xe Oz . Soient (X,Y,Z) les

coordonnzs dansun repsre dontl@xe OZ est donnZpar n , et soit R lamatrice derotation
qui fait passer de ces coordonnzs aux coordonn#s (X,Y,2) :

Ix$ I'X$ ' x$ I X$
fya=Riy & Miy&E=R(R'MR)LY &
ng #ng gﬁ #Zg
1 1A n 1 1 1 1 1 A’ [ 11
R* M R=R e R= _IR APR= —'(R AR’=¢" , A'=R'AR
o P! !
Maintenant soit (u, v,n) |abase devecteurs dinie prZcZdemment. Lamatrice depassage R
scrit
' v n'$ v v u'$
R:ﬁuy v ny& R'= ﬁvx A Z&
#02 V¢ n @6 #n< Y n&g
En faisant le calcul explicitement onobtient: A'! " L, . Dansles coordonn#s (X,Y,Z) ,

onvZifieimmZdiatement en explicitant € = quel®nabien unerotationd@ngle ! autour
den.
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