Appendice C . Expression des oerateurs vectoriels usuels en
coordonnZes cylindriques et sphZriques.

Cet appendice a pour but de regrouper les expressions des opZrateurs gradient , rotationnel ,
divergence , et Laplacien , exprimZs dans les coordonylfiedriques et sphZriques dOun
espace euclidien ~ 3 dimensions, et de clarifier des notations souvent ambigu‘s dans les
ouvrages de physique. Les calculs utilisent seulement les rZsultats des chapitres 2, 3 et 4, et
la section 8.1 , sauf pour le calau Laplacien dOun champ de vecteurs qui utilise les notions
du chapitre 9.

La fonction scalaire " laquelle sOappllque les opZrateurs gradient et Laplacien sera notZe
f(x), et le champ de vecteurs auquel sOapplique les opZrat@imamet , divergence , et
Laplacien, sera appelZ . Ses coordonnZes dans un systme de coordonnZes cartZsiennes
orthonormZes seront Zcrites avec les indicesp et donc de la form&" pour les indices
contravariants. Le meme vecteur sera Zcrit dans un autre systeme de coordonnZes avec les
indices .7,y lorsquOil est exprimZ sur le repere naturel au point de dZfinition du vecteur
v=V g .Lafonctionf etle champ de vecteuvsseront supposZs suffisamment dZrivables

pour satisfaire les conditions des calculs .
Dans bien des ouvrages , les vecteurs sont en fait exprimZs par rapgooasartde vecteurs
orthonormZs adaptZe aux coordonnZes utilisZes. Cette base de vecteurs locaux sera notZe

{ h:} ,comme " la section 8.1 . A cause de IQutilisation de diffZrents systemes de vecteurs de

base , les notations peuveitevdevenir confuses . Pour Zviter cet inconvZnient on changera

le nom des composantes dedans le cas des reperes locaux orthonorneZsn Zcrira

v=u? h; . DOautre part , le passage des reperes naturelg@res mobiles orthonormZs se

fait par les relations (8.3)», =k’ ¢, , etinversemente =h° h . Ceci est aussi une

source de confusion dans les notations lorsque les vecteurs des repsres orthonormZs et ceux
des reperes naturels sont alignZs , comme ce sera le-dassous . Nous Zcrirodenc , pour

la coordonnZe numZio: H , afin dOZviter les erreurs au niveau des matrices de passage .
Par exemple , poues coordonnZes sphZriques , la premisre coordonnZe est lerrayen

vecteur radial unitaire sera naiZ et non pash,

Meme si les besoins immZdiats du lecteur concermantdordonnZes sphZriques, il est
prZfZrable de lire dOabord la partie sur les coordonnZes cylindriques, car certains arguments de
construction ne seront pas rZpZtZs dans le cas des coordonnZes sphZriques.

CoordonnZes cylindriques.
Dans ce qui suit lesoordonnZes cartZsiennes orthonormZes de IOespace euclidien ~ 3

dimensions seront notZés, y, z) et I0axe de symZtrie des coordonnZes cylindriques sera
IOaxe)z . Ces dernisres seront notZesd, z) et sont reliZes aux coordonnZes cartZsiennes

par: x=rcos! , y=rdgn/ (1)
Le carrZ de la distance entre deux points tres proches sera donc donnZ par
ds’> =dr* +r’d! > +d7’ (2)

qui fournit les composantes du tenseur mZtrique.



sOexpriment dans les coordonnZes cartZsiennes par
e =(c s 0) . e, =(-rs, rc,0)  , &=(0,0,1) (3)
Les vecteurs de base locaux Qrthono_r_st sont choisis de la maniere suivante
E:a ' “2:”_1‘-9.2 ' “3:.63 ‘ 4)
Leurs coordonnZes cartZsiennes somecteur radialinitaire : 'hl =(c,s,0) , second vecteur
unitaire (tangenaux cercles de rayon constarhc@i;pntalE et centrZs sur 03 ) :
h,=(-s,c 0) , enfin vecteur unitaire\@rticalE: h,=(0,0,1) .

Gradient dOune fonction.

Rappelons dOabord la notiengradient dOune fonction . Soit un pairte coordonnZes
{x*} | cartZsiennes ou autre , et un point infiniment voisimx + €, dx* (voir la section 8.1
pour les notations) . La fonctiofi en x' est: f(x)= f(x)+d,f dx’ . En coordonnZes
cartZsiennes orthonormZes dOun espace euclidien , le dernier terme peut «tre interprZtZ comme
le produit scalaire du vecteur de coordonndeset du vecteur de coordonnZes .
Maintenant gZnZralisons et considZrons le vectgfft odf éﬁ , que nous appellerons
vecteur gradient , et le vectedx” e7 = X'— X . Leur prodit scalaire est

g o f .e.ﬁ Ldx” .e.y =g" 0, f g, dx" =9 f dx" =df quireprZsente la variation gie
lorsqu®on va du point au pointx' . )

Maintenant revenons aux notions du chapitr& & section3.2 le gradient d@e fonction
rZelle continue et diffZrentiablie(x) des coordonnZe%x’ } a ZtZ introduit pat , f , et

nous avons montrZ qudQil fallait «tre prudent si IOon veutiZoerscette quantitZ comme un
vecteur @rdinairek . B 3
Reprenant la discussion des sections 3.3 et 3.4, la loi de transformation dOun tenseur lors dOun

changement de coordonnZes montre que le vecteur gradient asso¢iZest:

V=g, f (5)
Ainsi le vecteur gradient dOune fonctibnen coordonnZes cylindriques sera
v=l fg+ 1?1 fe+!fe (6)

Mais dans cette expression le vecteur est exprimZ sur la base des vecteurs du repere naturel.
Pour passer au repere local orthonormZ dZfidiesisus, ifaut Zcrire u® = h;, v* et donc:

v=o,fh +rto,fh + 9,fh, (7)

La notation ! f pour noter le gradient dOune fonction scalaimespond , en gZnZral, ~
|Oexpression (7) , car en fait il est naturel dOZcrire

f(r,!1,2)= f(X*+y*, arctg(y]x), 2)

et donc: L =1 f . xIyC+y " Lf.yl(X+Y)

LE=1fy/{¢+y + Lf.X/(¢+Y)



soit: ! f:C!rf 'S r”l!#f ) ayf:Sarf +C rilaef

X

qui exprime la rotation permettant de passer des reperes locaux orthor{d@}n?&mx

coordonnZes cartZsiennes .

Rotationnel dOun champ de vecteurs.

En coorabnnZNevs cartZsiennes orthonormZes , dans IOespace euclidien ~ 3 dimensions, le
rotationnel sOZcrit .

Rot(v), = "ss1 %°
o le tenseur totalement antisymZtrique a ZtZ introduit ~ la section 3.9aréemns que,
dans cette formule, la place des indices ne respecte pas les regles fixZes dans les chapitres 2 et
3, mais , pour des coordonnZes orthonormZes, cela est sans importance pratique, et ce dZfaut
va stre immZdiatement corrigZ. N N
On pose F,; =9,V;—d,V, quiestuntenseur dOapres la section 3.6 , I0expression du

rotationnel est alors  Roz(v), = "4 F** avec F'' =g' "¢ * F,

Cette derniere expression permet dOeffectuer facilement les changements ngeerdku
dZbut de cet appendice nous avons choisi les ingigep,n pour les coordonnZes

cartZsiennes, ét,”, #$ pour les autres coordonnZes , ici les coordonnZes cylindriques. Le
passage des unes aux autrefaeselon: A Rot(v). = % Lste ¥ =126 NLATF | soit:
Rot(v), =4 eup A AY A F? , et dOapres la section 4.Rot(v), = 1 eyp: det(AL)F . Le
changement de coordonnZes (1) donne immZdiatedwe@, )=r , et donc
Rot(v), =rg" g”F, =+(",v,#" v,
Rot(v), =rg"g”F, =r(",v, #" v,
Rot(v), =rg"g" F, =2(" v #" )
Mais ces :unations expriment le rotationnel avec des indices covariants sur la base des
vecteurs ¢ dZfinis en (3). Le passage aux composantes contravariantes se:fait par
Vi=g'v=v , V=9"v,=r?%v, , V=gV, =V,
et donc:
Rot(v) = %(aevz —r29.%) e + %(azv’ —0v)e, + %(a,_(r2 V)—0,0") e, (8)

mais ces Zquations expriment encore le rotationnel sur la base des wecezufsnction des

composantes du vecteur sur cette meme base.
En pratique, dans la plupart des ouvrages de physique, Jdesteyrs vectoriels et les vecteurs
sur lesquels ils agissent sont exprimZs dans une base orthonormZes . Si on utilise la base des

vecteurs { ha} dZfinie en (4) , on obtient
[ " " "
Rot(v)—l('u#rlu)h +(|u#'u)h2 +l(' (ru*)#!. u)h 9)

Attention: nous avons Zcrit le rotationnel comme un vecteur, alors quOil sOagit ddun pseudo
vecteur.



Divergence dOun champ de vecteurs

Rappelons la formule gZnZrale de la divergence Ztablie au chapitre 4
L1 \
diVV:T!..(\/EV )
8
o+ g dZsigne le dZterminant du tenseur mZtrique . Dans le cas des coordonnZes cylindriques
g=r".
|
1 1 1 1

divv==1,(rv)==! (rv)+! V' +!l v==1 (ru)+=1,u*+! u® (10)

r r r r

Laplacien dOunerfotion scalaire.

Le Laplacien dOune fonction scalaire a ZtZ dZfini c¢sewigon 4.4 , voir aussi la section
6.3):
| f =div(grad f)
Compte tenu des Zquations (7) et (10) on obtient

1 1., "o
!f=;"r(r"rf)+r—2"#f+ o (11)

Laplacien dOun champ de vecteurs.

Le Laplacien dOun champ de vecteurs a ZtZ explicitZ ~ la section 12.4 , mais le lecteur nOa
peutetre pas envie de lire cette partie et ce qui y a menZ. Il suffit alors de savoir que dans le

cas de IQOespace euclidien , qui nous concerne dans cet appendice, le Laplacien dOun champ de
vecteur est donnZ , en coordonnZes cartZsiennes orthonormZes , paciEnldgplzhacune

de ses composantes considZrZe comme une fonction scalaire , * savoir

(A =k + aiv“ + aiv“
~ partir de I, nous pouvons exprimer les diffZrentes composantescoeme nous [Oavons
fait ~ la fin de la section sur le gradient dOune fonction scalaire , mais cela nOest pas dans

IGesprit de ces notes. )
Nous utiliserons 10Zquation (12.9b) qui dans le cas dOun espace euclidien , donc de courbure

nulle sOZcrit (Av)* = (D4(g”" D, V)"

o la erivatipp absolue est dZfinie en (9.4) pour les vecteurs , et " la section 9.4 pour les
tenseurs . LOZquation (9.4) et celles des premisres sections du chapitre 9 , permettent dOZcrire

le Laplacien directemémlans le systeme de repere locaux orthonorr{@s} . Ainsi
IOZquation prZcZdente devient
(1) =g A(D. (D) = g #( ($.(D) +9,. (D) &' (,. (D)")
et en dZcomposant
(Av)* = g7 ( dg U+ 0, (wéby)ub + 0, aﬁub +0, ayub + 0%, a)t.)cy u®— Fg.yﬁ (95U + w5 u°))

Revenons au cas des cqordonnZes cylindriques . Léxiemes$ de la connexion dans la base
des vecteurs orthonormZs (4) , sont simplement les coefficients de la rotation quOils subissent

lors du transport parallele, dOapres la dZfinition (9.1) . On obtierdt=d" , les autres



composintes Ztant nulles . Pour Ztablir cela , un simple petit dessin suffit , pas besoin de
grandes formules. On a aussi besoin des symboles de Christoffel qui 9opt=-r
I’,=1/r ,les autres Ztant nuls.
Onobtient aloreen remplasant dans I0Zquation prZcZdente :

Ty=(v) b+ v+ (v hy (12)
0 : (AV)' = A(uY) - r% d,u” — u_:

2 2
(V)= @)+ 5"t s
r r

(Av)® = A(U®)
dans ces expressiond(u') est I0Zquation (11) appliquZe " la composénte

CoadonnZes sphZriques.

Les coordonnZes sphZriquesd,p) ont dZj” ZtZ prZsentZes " la section 2.6 avec un schZma
explicatif . La correspondance avec les coordonnZes cartZsiennes orthonormZes est

Xx=rdgn!/ cos” , y=rsn@sne , z=r coso (13)
LOZIZment linZaire des coordonnZes sphZriques est donc :

ds* =dr* +r*(d!* +sin*(/)d"?)

Comme pour les coordonnZes cylindrigness noteronsc=cog6) , s=sin(®) et
Zcrirons: ¢, = cog(@) , s, =sin(/ ).
Les vecteurs du repere naturel en un point donnZ , se dZduisent de (13) et sOexpriment dans
les coordonnZes asiennes par

g =(sc,ss,c) , e=r(cc,cs,"s) , g:rs(— 0r 0) (14)
Les vecteurs de base Iocaux orthonormZs rapportZs au repere naturel sont
hl_ 1 ’ h::r!lg ’ —_ e3 (15)

et sont dZfinis par leurs coordonnZes cartZsiennes mmteur radialinitaire :
h =(sc,, ss,, c) , veceur unitaire tangent aux mZridiens et dlrng vers le p™le sud :

=(cc,, cs,, —s) , enfin vecteur unitaire tangent aux paralltleh =("s,,¢,0).

(P’

Gradient dOune fonction.

A la section prZcZdente traitant des coordonndiesliigues, la gradient dOune fonction a ZtZ
dZfini par: v/ =g’ " #.f , dOos , en coordonnZes sphZriques , le vecteur gradient est

V=dfe + riza(,f e + rzlzaq,f Ay (16)
S

et, avec (15)
v=0.fh + r'ufh, + (rs)" 0,f hy (17)



Comme pour les coordonnZes cylindriques, la nota¥idn pour noter le gradient dOune
fonction scalaire correspdren gZnZral, ~ I0expression (17) , car en fait il est naturel
dOZcrire

f(r,!,2)= f(JX*+Y +Z°, arccos(z/ x> +y* +7Z°) , arctg(y/ X))

X 1
et donc. 'f_—' S+ —!.,f# Lof
r Jx +y _x +y ¢
_y yz 1 X
dJ,f= . o f +r2Waef+ma"’f
X+
= s
r
: 1
soit: J,f=sc, o, f +cc, -9, f——a f
r rs

1 C.
L f=ss. U f +cs. =, f+— 1. f
“ r rs

| f=ct, 20,y
r

qui exprime la rotation permettant de passer des reperes locaux orthor{drl;%?emx

coordonnZes cartZsiennes .

Rotationnel dOun champ de vecteurs.

Les composantes du champ de vecteusur la base (14) des vecteurs du repere natiz;rel

sont notZegv',v',v") . En procZdant comme dans le cas des coordonnZes cylindriques, on

obtient, sur cette base
e [N 1
Rot(v), =r’sg’'g F.=—-(#Vv. $#V,)
re<s
Rot(v), =r’sg"g*’F,, =s"(d,V, —9,V,)
Rot(i/)_, =r’sg"g F.=s#v. $#v)
Le passage aux composantes contravariantes se fait par

vVi=g'v=vyv , V=¢"v,=r?y, , =g
et donc:
Rot(v)=s"(9y(s*v*)=9,v") e, + 17 (s 9,V —s a,(rzvq’))g+2i(ar(r2 V=0, ) e,
r-Ss

mais I” encore , ces Zquations expriment le rotationnel sur la base des vectues les
composantes de dans cette base.
Si on utilise la base des vecteL{rﬁa} dZfinie en (15) , on obtient

(18)



e 1" i I
Rot(v)z—(ae(su3)—8(pu2)h, + ( ! 8¢u1 —lar(mf))h2 +l(ar(ruz)—(')eul)h3 (29)
rs s r r

r

Divergence dOun champ de varte

Dans le cas des coordonnZes sphZriques, le dZterminant du tenseur mZtrigae‘est ;
dOos«

divy = % d.(r’s \)T)zizar(r2 v+ 189 (sv9)+8¢ v? (20a)
res r s
. ! 1 2 1 1 2 1 3
divv=—"! (r"u)+—".(su")+—"u (20b)
r rs rs

Laplacien dOune fonction scalaire.

Compte tenu des unations (16) et (20) on olatient
1 1 1 1
!f=r—2"r(r2"rf)+r—2(g"#(s"#f)+§"§f) (21)
qui mene " I@quation de Legendre (section 4.4).

Laplacien dOun champ de vecteurs.

Le calcul du Laplacien dOun champ de vecteur , en coordonnZes sphZriques dans un espace
euclidien , suit exactement celui fait dans le cas des coordonnZes cylindrdessus. Il
faut conna’tre les coefficients de la connexion . Un simple schZma pour aider ~ Zcrire la

rotation des vecteurs de b sb} lors du transport parallele , montrera que les coefficients

non nuls de la connexion sant

I,="d# , w,=-sdp , !, ="cd#
Les symboles de Christoffel non nuls dZduit de la mZtrique sont
V=", 12, =1, T3,=1/r , T',=-rs® , 1%,="cs , !’.,=c/s
On obtient N . - 3
Iv=( vy h +(Vv)2h +(V)h, (22)
1
0°: dv'=tuH" é#$(su2)" %#%m " 2r—‘j

2, 2C 1
vy =1@’) + 5] #ul $ r2g2 %u3 $ 25 u’
2 2c 1
(vP=1(®) + R LU+ o LU S o u®
Dans ces Zquations(u') est IOZquation (21) appliquZe "~ la composénte




