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Appendice C .  Expression des opŽrateurs vectoriels usuels en 
coordonnŽes cylindriques et sphŽriques. 
 
 Cet appendice a pour but de regrouper les expressions des opŽrateurs gradient , rotationnel , 
divergence , et Laplacien , exprimŽs dans les coordonnŽes cylindriques et sphŽriques  dÕun 
espace euclidien ˆ 3 dimensions, et de clarifier des notations souvent ambigu‘s dans les 
ouvrages de physique. Les calculs utilisent seulement les rŽsultats des chapitres 2 , 3 et 4 , et 
la section 8.1 , sauf pour le calcul du Laplacien dÕun champ de vecteurs qui utilise les notions 
du chapitre 9. 
La fonction scalaire ˆ laquelle sÕapplique les opŽrateurs gradient et Laplacien sera notŽe 
f (x) , et le champ de vecteurs auquel sÕapplique les opŽrateurs rotationnel , divergence , et 

Laplacien, sera appelŽ  v
!

  . Ses coordonnŽes dans un syst•me de coordonnŽes cartŽsiennes 
orthonormŽes seront Žcrites avec les indices µ,!,"  et donc de la forme vµ  pour les indices 
contravariants. Le m•me vecteur sera Žcrit dans un autre syst•me de coordonnŽes avec les 
indices !," ,#  lorsquÕil est exprimŽ sur le rep•re naturel au point de dŽfinition du vecteur : 

 
v
!

= v! e!

"!"
 . La fonction f  et le champ de vecteurs  v

!
 seront supposŽs suffisamment dŽrivables 

pour satisfaire les conditions des calculs . 
 Dans bien des ouvrages , les vecteurs sont en fait exprimŽs par rapport ˆ une base de vecteurs 
orthonormŽs adaptŽe aux coordonnŽes utilisŽes. Cette base de vecteurs locaux sera notŽe  

  
ha

!"!
{ }  , comme ˆ la section 8.1 . A cause de lÕutilisation de diffŽrents syst•mes de vecteurs de 

base , les notations peuvent vite devenir confuses . Pour Žviter cet inconvŽnient on changera 
le nom des composantes de  v

!
 dans le cas des rep•res locaux orthonormŽs , et on Žcrira : 

 v
!
= ua ha

"!"
 . DÕautre part , le passage des rep•res naturels aux rep•res mobiles orthonormŽs se 

fait par les relations (8.3) :  ha
!"!

= ha
! e!

!"!
  , et inversement :  e!

!"
= h!

b hb

!"!
 . Ceci est aussi une 

source de confusion dans les notations lorsque les vecteurs des rep•res orthonormŽs et ceux 
des rep•res naturels sont alignŽs , comme ce sera le cas ci-dessous . Nous Žcrirons donc , pour 
la coordonnŽe numŽro i  :   hi

!"
 , afin dÕŽviter les erreurs au niveau des matrices de passage . 

Par exemple , pour les coordonnŽes sphŽriques , la premi•re coordonnŽe est le rayon r  , le 
vecteur radial unitaire sera notŽ  h1

!"
 et non pas   hr

!"!
 . 

M•me si les besoins immŽdiats du lecteur concernent les coordonnŽes sphŽriques, il est 
prŽfŽrable de lire dÕabord la partie sur les coordonnŽes cylindriques, car certains arguments de 
construction ne seront pas rŽpŽtŽs dans le cas des coordonnŽes sphŽriques. 
 
 
CoordonnŽes cylindriques. 
 
Dans ce qui suit les coordonnŽes cartŽsiennes orthonormŽes de lÕespace euclidien ˆ 3 
dimensions seront notŽes (x, y, z)  et lÕaxe de symŽtrie des coordonnŽes cylindriques sera 
lÕaxe Oz  . Ces derni•res seront notŽes (r,!,z)  et sont reliŽes aux coordonnŽes cartŽsiennes 
par :                                   x = r cos! , y = r sin!                                                      (1) 
 Le carrŽ de la distance entre deux points tr•s proches sera donc donnŽ par : 
                                            ds2 = dr2 + r2d! 2 + dz2                                                         (2) 
qui fournit les composantes du tenseur mŽtrique. 
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Dans la suite nous Žcrirons : c = cos(! )  ,  s = sin(! )  . Les vecteurs du rep•re naturel en un 

point M  donnŽ sÕobtiennent par (section 8.1) :  
e!
! "!

= MM '
! "! ! ! !

/ dx!   qui, appliquŽ ˆ (1) ,  

sÕexpriment dans les coordonnŽes cartŽsiennes par : 
                 e1

!"
= (c, s, 0)        ,        e2

!"!
= (!r s, r c, 0)        ,        ez

!"
= (0, 0,1)                      (3) 

Les vecteurs de base locaux orthonormŽs sont choisis de la mani•re suivante : 
                            h1

!"
= e1

!"
      ,       h2

! "!
= r!1 e2

!"!
     ,        h3

!"!
= e3

!"
                                           (4) 

Leurs coordonnŽes cartŽsiennes sont  :  vecteur radial unitaire :   h1
!"
= (c, s, 0)  , second vecteur 

unitaire (tangent aux cercles de rayon constant Ç horizontal È et centrŽs sur lÕaxe Oz ) : 

 h2

! "!
= (!s, c, 0)  ,  enfin  vecteur unitaire Ç vertical È :   h3

!"!
= (0, 0,1)  . 

 
 
Gradient dÕune fonction. 
 
Rappelons dÕabord la notion de gradient dÕune fonction . Soit un point x  de coordonnŽes 
x!{ }  , cartŽsiennes ou autre , et un point infiniment voisin  x ' = x + e!

! "!
dx!  (voir la section 8.1 

pour les notations) . La fonction f  en x'  est : f (x ') = f (x)+ !" f dx"  . En coordonnŽes 

cartŽsiennes orthonormŽes dÕun espace euclidien , le dernier terme peut •tre interprŽtŽ comme 
le produit scalaire du vecteur de coordonnŽes dx!  et du vecteur de coordonnŽes ! " f  . 

Maintenant gŽnŽralisons et considŽrons le vecteur : 
  
g! " #! f e"

! "!
   , que nous appellerons 

vecteur gradient , et le vecteur  
dx! e!
!"!

= x '" x  . Leur produit scalaire est :  

   
g! " #! f e"

! "!
. dx$ e$

!"!
= g! " #! f g"$ dx$ = #$ f dx$ = df   qui reprŽsente la variation de f  

lorsquÕon va du point x  au point x'  . 
 Maintenant revenons aux notions du chapitre 3. A la section 3.2 le gradient dÕune fonction 

rŽelle continue et diffŽrentiable   f (x)  des coordonnŽes  
 

x!{ }  a ŽtŽ introduit par  
 
! " f  , et 

nous avons montrŽ quÕil fallait •tre prudent si lÕon veut considŽrer cette quantitŽ comme un 
vecteur Ç ordinaire È . 
 Reprenant la discussion des sections 3.3 et 3.4, la loi de transformation dÕun tenseur lors dÕun 
changement de coordonnŽes montre que le vecteur gradient associŽ ˆ   ! " f  est : 

                                                          
v! = g! " #" f                                                          (5) 

Ainsi le vecteur gradient dÕune fonction  f  en coordonnŽes cylindriques sera : 

                                         v
!

= ! r f e1
"!

+ r " 2 ! # f e2
"!"

+ ! z f e3
"!

                                        (6) 
Mais dans cette expression le vecteur est exprimŽ sur la base des vecteurs du rep•re naturel. 
Pour passer au rep•re local orthonormŽ dŽfini ci-dessus, il faut Žcrire :  ua = h!

a v!  et donc :  

                                         v
!

= !r f h1

"!
+ r "1 !# f h2

"!"
+ !z f h3

"!"
                                        (7) 

La notation   !
!"
f  pour noter le gradient dÕune fonction scalaire correspond , en gŽnŽral, ˆ 

lÕexpression (7) ,  car en fait il est naturel dÕŽcrire : 

                             f (r,! ,z) = f ( x2 + y2 , arctg(y / x) , z)  

et donc :         ! x f = ! r f . x / x2 + y2 " ! # f . y / (x2 + y2)  

                       ! y f = ! r f . y / x2 + y2 + ! " f . x / (x2 + y2 )  
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soit :         ! x f = c ! r f " s r " 1 ! # f           ,            !y f = s !r f + c r "1!# f  

qui exprime la rotation permettant de passer des rep•res locaux orthonormŽs 
  

ha

! "!{ }  aux 

coordonnŽes cartŽsiennes . 
 
 
Rotationnel dÕun champ de vecteurs. 
 
En coordonnŽes cartŽsiennes orthonormŽes , dans lÕespace euclidien ˆ 3 dimensions, le 
rotationnel sÕŽcrit : 
                                                 

Rot(v
!
)! = " #$! %# v

$   

 o• le tenseur totalement antisymŽtrique a ŽtŽ introduit ˆ la section 3.9 . Remarquons que, 
dans cette formule, la place des indices ne respecte pas les r•gles fixŽes dans les chapitres 2 et 
3 , mais , pour des coordonnŽes orthonormŽes, cela est sans importance pratique, et ce dŽfaut 
va •tre immŽdiatement corrigŽ. 
On pose :   F!" = #!v" $ #"v!  qui est un tenseur dÕapr•s la section 3.6 , lÕexpression du 

rotationnel est alors :     
Rot(v

!
)! = 1

2 " #$! F#$   avec : F! " = g! # g" $ F#$  . 

 Cette derni•re expression permet dÕeffectuer facilement les changements de coordonnŽes. Au 
dŽbut de cet appendice nous avons choisi les indices µ,!,",#  pour les coordonnŽes 
cartŽsiennes, et ! ," ,#,$  pour les autres coordonnŽes ,  ici les coordonnŽes cylindriques. Le 

passage des unes aux autres se fait selon :  
A!

" Rot(v
!
)" = 1

2 #µ$ ! Fµ$ = 1
2 #µ$ ! A%

µ A&
$ F%& , soit : 

  
Rot(v
!
)! = 1

2 " µ# $ A!
$ A%

µ A&
# F%&  , et dÕapr•s la section 4.9 :   

Rot(v
!
)! = 1

2 "!#$ det(A!
% )F#$  . Le 

changement de coordonnŽes (1) donne immŽdiatement :det(A!
" ) = r  , et donc : 

                                
Rot(v
!
)r = r g! ! gzz F! z = 1

r (" ! vz # " zv! )  

                                
Rot(v
!
)! = r gr r gzz Fzr = r (" zvr # " rvz)  

                               
Rot(v

!
)z = r gr r g! ! Fr ! = 1

r (" rv! # " ! vr )  

Mais ces Žquations expriment le rotationnel avec des indices covariants sur la base des 
vecteurs   ei

!"
 dŽfinis en (3). Le passage aux composantes contravariantes se fait par :  

                vr = gr r vr = vr       ,     v! = g!! v! = r "2 v!       ,     vz = gzz vz = vz  
et donc :  

        
 
Rot
! "!!

(v
"
) = 1

r
(!"v

z # r2 !zv
" ) e1
!"
+
1
r
(!zv

r # !rv
z ) e2
!"!

+
1
r
(!r (r

2 v" ) # !"v
r ) e3
!"

                 (8) 

mais ces Žquations expriment encore le rotationnel sur la base des vecteurs  ei
!"

 en fonction des 
composantes du vecteur sur cette m•me base. 
En pratique, dans la plupart des ouvrages de physique, les opŽrateurs vectoriels et les vecteurs 
sur lesquels ils agissent sont exprimŽs dans une base orthonormŽes . Si on utilise la base des 

vecteurs  
  

ha

!"!{ }   dŽfinie en (4) , on obtient :  

          
 
Rot
! "! !

(v
"
) = 1

r
(! " u

3 # r ! zu
2 ) h1

!"
+ (! zu

1 # ! ru
3) h2

! "!
+
1
r
(! r (r u2 ) # ! " u1) h3

!"!
               (9) 

Attention : nous avons Žcrit le rotationnel comme un vecteur, alors quÕil sÕagit dÕun pseudo 
vecteur. 
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Divergence dÕun champ de vecteurs 
 
  Rappelons la formule gŽnŽrale de la divergence Žtablie au chapitre 4 : 

                                               
 
divv
!

=
1

g
! " ( g v" )  

o• g  dŽsigne le dŽterminant du tenseur mŽtrique . Dans le cas des coordonnŽes cylindriques : 

g = r2  . 

           
 
divv

!
=

1
r

! " (r v" ) =
1
r

! r (r vr ) + ! # v# + ! z vz =
1
r

! r (r u1) +
1
r

! # u2 + ! z u3             (10) 

 
 
Laplacien dÕune fonction scalaire. 
 
  Le Laplacien dÕune fonction scalaire a ŽtŽ dŽfini comme (section 4.4 , voir aussi la section 
6.3 ) :  
                                                    ! f = div(grad

! "!!!
f )  

Compte tenu des Žquations (7) et (10) on obtient : 

                                        ! f =
1
r

" r (r " r f ) +
1
r2 " #

2 f + " z
2 f                                               (11) 

 
 
Laplacien dÕun champ de vecteurs. 
 
 Le Laplacien dÕun champ de vecteurs a ŽtŽ explicitŽ ˆ la section 12.4 , mais le lecteur nÕa 
peut-•tre pas envie de lire cette partie et ce qui y a menŽ. Il suffit alors de savoir que dans le 
cas de lÕespace euclidien , qui nous concerne dans cet appendice, le Laplacien dÕun champ de 
vecteur est donnŽ , en coordonnŽes cartŽsiennes orthonormŽes ,  par le Laplacien de chacune 
de ses composantes considŽrŽe comme une fonction scalaire , ˆ savoir : 
                                         (!v)µ = "x

2vµ + "y
2vµ + "z

2vµ  

ˆ partir de lˆ , nous pouvons exprimer les diffŽrentes composantes de  v
!

 comme nous lÕavons 
fait ˆ la fin de la section sur le gradient dÕune fonction scalaire , mais cela nÕest pas dans 
lÕesprit de ces notes. 
 Nous utiliserons lÕŽquation (12.9b) qui dans le cas dÕun espace euclidien , donc de courbure 
nulle sÕŽcrit :                         (!v)" = (D# (g

# $ D$ v))
"  

o• la dŽrivation absolue est dŽfinie en (9.4) pour les vecteurs , et ˆ la section 9.4 pour les 
tenseurs . LÕŽquation (9.4) et celles des premi•res sections du chapitre 9 , permettent dÕŽcrire 

le Laplacien directement dans le syst•me de rep•re locaux orthonormŽs 
  

ha

!"!{ }  . Ainsi 

lÕŽquation prŽcŽdente devient : 
          (! v)a = g" # (D" (D#v))

a = g" # ( ($" (D#v))
a + %.b"

a (D#v)
b & ' .# "

( (D( v)
a )  

et en dŽcomposant : 
(!v)a = g" # ( $"#u

a + $" (% .b#
a )ub +% .b#

a $"u
b +% .b"

a $#u
b +% .b"

a % .c#
b uc & ' .# "

( ($(u
a +% .b(

a ub) )

 
Revenons au cas des coordonnŽes cylindriques . Les coefficients de la connexion dans la base 
des vecteurs orthonormŽs (4) , sont simplement les coefficients de la rotation quÕils subissent 
lors du transport parall•le, dÕapr•s la dŽfinition (9.1) .  On obtient :  ! .1

2 = d"   , les autres 
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composantes Žtant nulles . Pour Žtablir cela , un simple petit dessin suffit , pas besoin de 
grandes formules. On a aussi besoin des symboles de Christoffel qui sont :    ! .22

1 = "r    , 

! .12
2 =1 / r    , les autres Žtant nuls. 

 On obtient alors en rempla•ant dans lÕŽquation prŽcŽdente : 
                                       ! v

! "!
= (! v)1 h1

!"
+ (! v)2 h2

!"!
+ (! v)3 h3

!"!
                                             (12) 

o• :                                   (!v)1 = !(u1) "
2
r 2 #$ u2 "

u1

r 2  

                                          (! v)2 = ! (u2) +
2
r2 " #u

1 $
u2

r2  

                                          (!v)3 = !(u3)  

dans ces expressions , !(ui )   est lÕŽquation (11) appliquŽe ˆ la composante ui  . 
 
 
CoordonnŽes sphŽriques. 
 
Les coordonnŽes sphŽriques (r,!," )  ont dŽjˆ ŽtŽ prŽsentŽes ˆ la section 2.6 avec un schŽma 
explicatif . La correspondance avec les coordonnŽes cartŽsiennes orthonormŽes est : 
                             x = r sin! cos"   ,   y = r sin! sin"   ,  z = r cos!                               (13) 
LÕŽlŽment linŽaire des coordonnŽes sphŽriques est donc :  
                                         ds2 = dr2 + r2 ( d! 2 + sin2 (! ) d" 2 )    
Comme pour les coordonnŽes cylindriques nous noterons : c = cos(!)  ,  s= sin(!)   et 
Žcrirons : c! = cos(! )  , s! = sin(! ) . 
 Les vecteurs du rep•re naturel en un point donnŽ , se dŽduisent de (13) et sÕexpriment dans 
les coordonnŽes cartŽsiennes par : 
            

e1
!"

= (sc! , ss! , c)     ,     e2

!"!
= r (cc! , c s! , " s)     ,     

e3

!"
= r s (!s" , c" , 0)             (14) 

Les vecteurs de base locaux orthonormŽs rapportŽs au rep•re naturel sont : 

                                 h1
!"

= e1
!"

      ,       h2

!"!
= r ! 1 e2

!"!
      ,      

 
h3

!"!
=

1
r s

e3

!"
                                   (15) 

et sont dŽfinis par leurs coordonnŽes cartŽsiennes par  :  vecteur radial unitaire :  

 
hr
!"!

= (s c! , s s! , c)  ,  vecteur unitaire tangent aux mŽridiens et dirigŽ vers le p™le sud :  

 
h!
!"!

= (cc" , c s" , # s)  ,  enfin vecteur unitaire tangent aux parall•les :   h!

! "!
= (" s! , c! , 0)  .  

 
 
Gradient dÕune fonction. 
   
 A la section prŽcŽdente traitant des coordonnŽes cylindriques, la gradient dÕune fonction a ŽtŽ 
dŽfini par :  

v! = g ! " #" f  , dÕo• , en coordonnŽes sphŽriques , le vecteur gradient est : 

                                  
 
v
!
= !r f e1

"!
+
1
r 2

!" f e2
"!"

+
1

r 2 s2
!# f e3

"!
                                      (16) 

et , avec (15) :  
                                  

v
!
= !r f h1

"!
+ r"1 !# f h2

"!"
+ (r s)"1 !$ f h3

"!"
                                      (17) 



 6 

Comme pour les coordonnŽes cylindriques, la notation   !
!"

f  pour noter le gradient dÕune 
fonction scalaire correspond en gŽnŽral, ˆ lÕexpression (17) ,  car en fait il est naturel 
dÕŽcrire : 

              f (r,! ,z) = f ( x2 + y2 + z2 , arccos(z / x2 + y2 + z2 ) , arctg(y / x) )  

et donc :         ! x f =
x
r

! r f +
x z
r2

1
x2 + y2

! " f #
y

x2 + y2
! $ f  

                       !y f =
y
r
!r f +

yz
r 2

1

x2 + y2
!" f +

x
x2 + y2 !# f  

                       ! z f =
z
r

! r f "
x2 + y2

r2
! # f   

soit :                !x f = sc" !r f + c c"
1
r
!# f $

s"
r s

!" f     

                        ! y f = s s" ! r f + c s"

1
r

! # f +
c"

r s
! " f   

                        ! z f = c ! r f "
s
r

! # f  

qui exprime la rotation permettant de passer des rep•res locaux orthonormŽs 
  

ha

! "!{ }  aux 

coordonnŽes cartŽsiennes . 
 
 
Rotationnel dÕun champ de vecteurs. 
 
Les composantes du champ de vecteur   v

!
  sur la base (14) des vecteurs du rep•re naturel   ei

!"
  

sont notŽes (vr ,v! ,v" )  . En procŽdant comme dans le cas des coordonnŽes cylindriques, on 
obtient, sur cette base :                             

                              
 
Rot(v
!
)r = r 2s g! ! g" " F! " =

1
r 2s

(#! v" $ #" v! )  

                                
Rot(v
!
)! = r 2s gr r g"" F" r = s#1 ($"vr # $rv" )  

                               Rot(v
!
)! = r2s grr g" " Fr " = s (#rv" $ #" vr )  

Le passage aux composantes contravariantes se fait par :  

                vr = gr r vr = vr       ,      v! = g!! v! = r "2 v!       ,      v! = g!! v! =
1
r2s2

v!  

et donc : 

 
Rot
! "!!

(v
"
) = s!1 ("# (s

2 v$ ) ! "$v
# ) e1
!"
+ r!2 ( s!1 "$v

r ! s "r (r
2v$ ) ) e2

!"!
+
1
r2 s

("r (r
2 v# ) ! "#v

r ) e3
!"

  

                                                                                                                                              (18) 
mais lˆ encore , ces Žquations expriment le rotationnel sur la base des vecteurs  ei

!"
 avec les 

composantes de  v
!

  dans cette base. 

Si on utilise la base des vecteurs  
  

ha

!"!
{ }   dŽfinie en (15) , on obtient :  
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Rot
! "! !

(v
"
) = 1

r s
(!" (su

3) # !$u
2 ) h1

!"
+ ( 1
r s

!$u
1 #
1
r
!r (ru

3)) h2
! "!

+
1
r
(!r (ru

2 ) # !"u
1) h3

!"!
     (19) 

 
 
Divergence dÕun champ de vecteurs 
 
 Dans le cas des coordonnŽes sphŽriques, le dŽterminant du tenseur mŽtrique est : g = r4 s2  , 
dÕo• : 

                      
 
divv
!
=
1
r2s

!" (r
2s v" ) = 1

r2
!r (r

2 vr ) + 1
s
!# (s v

# ) + !$ v
$                              (20a) 

                               
 
divv

!
=
1
r2

! r (r
2 u1) + 1

rs
! " (su

2 ) + 1
rs

! # u
3                                        (20b) 

 
 
Laplacien dÕune fonction scalaire. 
 
 Compte tenu des Žquations (16) et (20) on obtient : 

                              ! f =
1
r 2

" r (r
2 " r f ) + 1

r 2
( 1

s
" # (s" # f ) + 1

s2
" $
2 f )                                    (21) 

qui m•ne ˆ lÕŽquation de Legendre (section 4.4). 
 
 
Laplacien dÕun champ de vecteurs. 
 
 Le calcul du Laplacien dÕun champ de vecteur , en coordonnŽes sphŽriques dans un espace 
euclidien , suit exactement celui fait dans le cas des coordonnŽes cylindriques ci-dessus. Il 
faut conna”tre les coefficients de la connexion . Un simple schŽma pour aider ˆ Žcrire la 

rotation des vecteurs de base 
  

ha

! "!
{ }  lors du transport parall•le , montrera que les coefficients 

non nuls de la connexion sont : 
                         ! 12 = " d#       ,      !13 = "s d#      ,     ! 23 = " c d#  

Les symboles de Christoffel non nuls dŽduit de la mŽtrique sont : 
   ! .22

1 = " r   ,  ! .12
2 = 1/ r   ,   ! .13

3 = 1/ r    ,   ! .33
1 = "r s2   ,  ! .33

2 = " cs    ,   ! .23
3 = c/ s 

On obtient : 
                               ! v

! "!
= (! v)1 h1

!"
+ (! v)2 h2

! "!
+ (! v)3 h3

!"!
                                                   (22) 

o• :                    (! v)1 = ! (u1) "
2

r 2s
#$ (su2 ) "

2
r 2s

#%u3 "
2u1

r 2
 

                          (! v)2 = ! (u2 ) +
2
r 2

" # u1 $
2c

r 2s2
" %u3 $

1
r 2s2

u2  

                          (! v)3 = ! (u3) +
2

r 2s
" # u1 +

2c
r 2s2 " # u2 $

1
r 2s2 u3  

Dans ces Žquations !(ui )  est lÕŽquation (21) appliquŽe ˆ la composante ui  . 
 


